
КРИТИЧНА ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОЇ СТАБIЛIЗАЦIЇЇ БЕЗ ОБМЕЖЕНЬ НА

КЕРУВАННЯ

В. О. Капустян

1. Формулювання проблеми. Вiдомо [1, 3, 2], що класична задача оп-

тимальної стабiлiзацiї полягає в наступному: знайти оптимальне керування

за принципом оберненого зв’язку (оптимальний синтез)

u = u[x(t)], (1)

де функцiя x(t) - описує керований процес i задовольняє задачi Кошi

ẋ(t) = A x(t) + B u[x(t)], t0 = 0 < t ≤ ∞, (2)

x(0) = x0, (3)

а критерiй оптимальностi при цьому

J(u) =
∞∫
0

(x′(t) Q x(t) + u′(t) H u(t)) dt (4)

приймає найменше iз можливих значень. Зауважимо тут, що вектор x0 ∈ Rn

- фiксований, але довiльний.

В задачi (1)-(4) A, B, Q, H - числовi матрицi розмiрностей n × n, n ×

r, n × n, r × r вiдповiдно; матрицi Q, H додатково симетричнi i додатньо

визначенi; пара матриць (A, B) - цiлком керована.

Розв’язок задачi оптимальної стабiлiзацiї шукається в такому класi функ-

цiй:

Υ(x, u) ≡ {(x(t), u(t)) : u(t) ∈ Lr2(0,∞), x(t) ∈ W 1,n
2 (0,∞)}, (5)

де

Lr2(0,∞) ≡ {u(t) :
∫ ∞
0

r∑
j=1

u2j(t)dt <∞},

W 1,n
2 (0,∞) ≡ {x(t) :

∫ ∞
0

n∑
j=1

x2j(t)dt <∞,
∫ ∞
0

n∑
j=1

ẋ2j(t)dt <∞.}
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Тодi [1, 3, 2] iснує єдиний розв’язок задачi (1)-(4) i вiн визначається керуван-

ням

u∗ = u∗[x∗(t)] = −H−1B′K∗x∗(t), (6)

де симетрична матриця K∗ - єдиний додатньо визначений розв’язок алгеб-

раїчного рiвняння Рiккатi

KA+ A′K −KBH−1B′K +Q = 0. (7)

Оптимальне значення критерiя якостi буде мати вигляд

J(u∗) = (x0)′K∗x
0. (8)

Далi на оптимальних розв’язках значок ∗ ставити не будемо.

В роботi [1] наведений результат узагальнено на випадок симетричної

невiд’ємної матрицi Q. Таке узагальнення не являється коректним. В роботi

[3] знайдено необхiднi i достатнi умови справедливостi такого узагальнення.

В данiй роботi акцентуємо увагу на тому, що ж вiдбувається у критичному

випадку задачi оптимальної стабiлiзацiї, коли порушуються деякi включення

iз (5).

2. Спектральний аналiз задачi оптимальної стабiлiзацiї. Нехай

G(x(t), u(t)) = x′(t) Q x(t) + u′(t) H u(t). (9)

Розповсюдимо квадратичну форму G(x, u) на комплекснi значення векторiв

x, u зi збереження ермiтовостi

G(x̃, ũ) = x̃? Q x̃ + ũ? H ũ. (10)

тут i далi зiрочка ? буде означати ермiтове спряження: транспонування та

комплексне спряження.
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В (9) x̃, ũ - довiльнi комплекснi вектори. Нехай вони задовольняють рiв-

нянню

ι ω x̃ = A x̃ + B ũ, (11)

де ω - довiльне дiйсне число.

Для задачi (2) - (4) мають мiсце необхiднi умови оптимальностi у формi

принципу максимума Понтрягiна (програмне керування). Для iх формулю-

вання запишемо функцiю Гамiльтона

H(x, u, ψ) = − G(x(t), u(t)) + ψ′ (A x + B u). (12)

Тодi, якщо пара (x = x(t), u = u(t)) - розв’язок задачi (2) - (4)в класi

функцiй W 1,n
2 (0,∞) × Lr2(0,∞), то iснує така функцiя ψ(t) ∈ W 1,n

2 (0,∞),

що виконуються рiвняння

dx

dt
= (

∂H
∂ψ

)′,
dψ

dt
= − (

∂H
∂x

)′,

∂H
∂u

= 0⇒ u = − 1

2
H−1B′ ψ. (13)

Систему (13) можна записати у виглядi матричного рiвняння

Ĵ
dz

dt
= K̂ z, (14)

де z′ = (x, ψ),

Ĵ =

 0 − En

En 0

 , K̂ =

 −2 Q A′

A 1
2 B H−1 B′

 .
Нехай система (14) не має чисто уявних власних чисел, тобто

ϕ(ι ω) = det(Ĵ−1 K̂ − ι ω E2n) 6= 0 ∀ ω ∈ R1. (15)

В роботi [3] встановлено, що умова (15) еквiвалентна умовi

G(x̃, ũ) > 0 ∀ ω ∈ R1,
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∀ x̃, ũ : ι ω x̃ = A x̃ + B ũ, |x̃|2 + |ũ|2 6= 0. (16)

У випадку, коли матриця A не має чисто уявних власних значень, умова (??)

еквiвалентна умовi

G((ι ω En − A)−1B ũ, ũ) > 0∀ ω ∈ R1, ∀ ũ 6= 0. (17)

Iз (17) витiкає нерiвнiсть

G(x̃, ũ) ≥ ũ? H ũ > 0 ∀ũ 6= 0. (18)

Нехай симетрична матриця Π(ιω) розмiрностi r × r визначається спiввiд-

ношенням

G((ι ω En − A)−1B ũ, ũ) = ũ? Π(ιω) ũ. (19)

Тодi має мiсце представлення

ϕ(ι ω) = 2r (detH)−1 |δ(ι ω)|2 Π(ιω), (20)

де

δ(λ) = det(λ En − A).

Якщо ж матриця A має чисто уявнi власнi значення, то задача (2)- (4) може

не мати розв’язкiв в класi функцiй W 1,n
2 (0,∞) × Lr2(0,∞).

Нехай всi чисто уявнi власнi значення ι ωj матрицi A рiзнi. Нехай pj -

вiдповiднi власнi вектори, тобто

A pj = ι ωj pj, pj 6= 0. (21)

Покажемо, що у випадку форми (9) необхiдна i достатня умова умова iсну-

вання оптимального керування полягає у виконаннi для всiх j нерiвностей

p?j Q pj > 0. (22)
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Дiйсно, iз (16) для ω = ωj, x̃ = pj, ũ = 0 витiкає (22). Припустимо далi,

що виконана умова (22), але порушується умова (16):

∃ ω0, x̃0, ũ0 : ι ω0 x̃0 = A x̃0 + B ũ0, |x̃0|2 + |ũ0|2 6= 0, G(x̃0, ũ0) = 0.

Тодi Q x̃0 = 0, ũ0 = 0. Звiдси, ω0 = ωj, x̃0 = pj для деякого j i

G(x̃0, ũ0) = p?j Q pj = 0, що суперечить (22).

В загальному випадку, враховуючи представлення (20), умова (16) еквiва-

лентна нерiвностям

det Π(ιω) > 0, lim
ω→ωj

|ι ω En − A|2 det Π(ιω) > 0. (23)

Таким чином, необхiднi i достатнi умови iснування розв’язку задачi оп-

тимального керування (2)- (4) у випадку матрицi A з уявним спектром i

невiд’ємною симетричною матрицею Q зводяться до виконання всiх нерiв-

ностей (22), або другої нерiвностi iз (23). Задача оптимальної стабiлiзацiї

(2)- (4) у випадку матрицi A з уявним спектром не буде мати розв’зку при

порушеннi нерiвностей iз (22) або (23), або

ϕ(ι ωj) = 0 (24)

хоч би для одного уявного власного числа матрицi A.

3. Оптимальна стабiлiзацiя у випадку n = 2, r = 1. Розглянемо

задачу оптимальної стабiлiзацiї з такими даними

A =

 a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

 , B =

 b1,1

b2,1

 , Q =

 q1,1 q1,2

q1,2 q2,2

 , H = 1.

Матриця A має уявнi коренi, тобто характеристичне рiвняння для матрицi

A має вигляд

λ2 − (a1,1 + a2,2) λ + a1,1 a2,2 − a1.2 a2,1 = 0,
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а його коефiцiєнти задовольняють умовам

a1,1 + a2,2 = 0, a21,1 + a1.2 a2,1 ≤ 0,

ω1,2 = ±
√
|a21,1 + a1.2 a2,1|. (25)

Пара матриць (A,B) цiлком керована, тобто

rang(BAB) = 2. (26)

Матриця Q - симетрична i невiд’ємна. Необхiднi i достатнi умови для цього

qi,i ≥ 0, i = 1, 2, q1,1 + q2,2 6= 0,

q1,1 q2,2 − q21,2 ≥ 0. (27)

Тодi

Ĵ =



0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0


, K̂ =



−2q1,1 −2q1,2 a1,1 a2,1

−2q1,2 −2q2,2 a1,2 a2,2

a1,1 a1,2 0.5 b21,1 0.5b1,1b2,1

a2,1 a2,2 0.5b1,1b2,1 0.5b22,1


,

ϕ(ι ω) = det(Ĵ−1 K̂ − ι ω E4).

Для спрощення обчислень i аналiзу покладемо

a1,1 = 0, a1,2 = 1, a2,1 = − α, α ∈ R1, a2,2 = 0; q1,1 = q1,2 = 0, q2,2 = β > 0;H = 1.

Таким чином, наведенi вище умови щодо матриць A, B, Q виконано, тобто

ми маємо критичний випадок задачi оптимальної стабiлiцацiї. Тодi системi

(2) в полi комплексних чисел буде вiдповiдати система

ιω x̃1 = x̃2, ιω x̃2 = − α x̃1 + ũ, (28)

розв’язок якої має вигляд

x̃1 = (α − ω2)−1 ũ, x̃2 = ιω (α − ω2)−1 ũ.
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В силу того, що G(x̃, ũ) = β |x̃2|2 + |ũ|2 = Π(ιω) |ũ|2. Звiдси будемо мати

Π(ιω) = 1 + β ω2 (α − ω2)−2. (29)

В силу того, що δ(λ) = λ2 + α, отримаємо

ϕ(ιω) = Π(ιω) |δ(ιω)|2 = (α − ω2)2 + β ω2. (30)

Умова α > 0 забезпечує виконання умови

ϕ(ιω) > 0 ∀ ω ∈ R1,

тобто забезпечує iснування розв’язку задачi оптимальної стабiлiзацiї.

При цьому система (7) буде мати вигляд

K2
1,2 + 2 α K1,2 = 0,

K1,1 − α K2,2 − K1,2 K2,2 = 0,

2 K1,2 − K2
2,2 + β = 0. (31)

Її єдиний додатно визначений розв’язок задається матрицею

K =

 α
√
β 0

0
√
β

 . (32)

Оптимальне керування буде мати вигляд

u = − H−1 B′ K x = −
√
β x2. (33)

Замкнута система набуде вигляду

ẋ1 = x2, ẋ2 = − α x1 −
√
β x2. (34)

Цiй системi вiдповiдає характеристичне рiвняння

λ2 +
√
β λ + α = 0 (35)
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з коренями

λ1,2 = −
√
β

2
±

√√√√β2

4
− α.

В залежностi вiд спiввiдношення мiж параметрами α та β можливi три

варiанти коренiв, але всi вони будуть мати вiд’ємну дiйсну частину. Для

визначеностi розглянемо варiант дiйсних неспiвпадаючих коренiв, тобто

нехай для параметрiв виконується нерiвнiсть β2

4 − α > 0. Тодi

x1(t) =
x02 − λ2 x

0
1

λ1 − λ2
exp(λ1 t) −

x02 − λ1 x
0
1

λ1 − λ2
exp(λ2 t),

x2(t) = λ2
x02 − λ2 x

0
1

λ1 − λ2
exp(λ1 t)− λ2

x02 − λ1 x
0
1

λ1 − λ2
exp(λ2 t), λ2 > λ1. (36)

Нехай α = 0. Тодi при ω = 0

ϕ(ιω) = 0.

Перевiримо умову (23) iснування розв’язку задачi оптимальної стабiлiзацiї

lim
ω→ωj

|ι ω En − A|2 det Π(ιω) = lim
ω→0

ω4 (1 + β ω−2) = 0.

Таким чином, задача оптимальної стабiлiзацiї в цьому випадку розв’язку не

має.

Маючи аналiтичний розв’язок задачi оптимальної стабiлiзацiї при α > 0,

зясуємо якiсний перехiд до випадку α = 0.

Матриця K при цьому буде мати вигляд

K =

 0 0

0
√
β

 . (37)

Керування задається виразом (33). Йому вiдповiдає такий розв’зок системи

(34)

x1(t) = x01 +
x02√
β

(1 − exp(−
√
β t)),
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x2(t) = x02 exp(−
√
β t). (38)

Iз цього прикладу можемо зробити наступнi висновки:

1) задача (1) - (4) з матрицями

A =

 0 1

0 0

 , B =

 0

1

 , Q =

 0 0

0 β

 , H = 1

не має розв’язку у просторi Υ(x, u), n = 2, r = 1, але ця за-

дача має розв’язок, збудований вище, який належить просторам u(t) ∈

L2(0,∞), x2(t) ∈ W 1,1
2 (0,∞), ẋ1(t) ∈ L2(0,∞), x1(t) ∈ C[0,∞], де

C[0,∞] - простiр неперервних функцiй;

2) для довiльних ξ, x02 ∈ R1 iснує таке число x01, що

lim
t → ∞

x2(t) = 0, x01 = ξ − x02√
β
,

lim
t → ∞

x1(t) = ξ,

зокрема, при x01 + x02√
β

= 0 будемо мати ξ = 0.

4. Регуляризацiя задачi оптимальної стабiлiзацiї у критичному

випадку. Таким чином, задача оптимальної стабiлiзацiї (1) = (4) з симет-

ричною невiд’ємною матрицею Q i з матрицею A, спектр якої не є чисто

уявним, завжди має єдиний розв’язок у виглядi оптимального регулятора

(6)i при цьому справедливе включення (5). Якщо ж спектр матрицi A чи-

сто уявний, то i тодi задача оптимальної стабiлiзацiї має єдиний розв’язок

у попереднiй редакцiї, коли додатково виконуються або умови (22), або гра-

ничнi нерiвностi (23). В iнших випадках задача (1) = (4) не має розв’язкiв

на множинi (5), тобто маємо критичний випадок.

Позначимо простiр пар (x(t), u(t) = u[x(t)] ∈ L2(0,∞)) на яких J(u) <

∞, через Υ1(x, u). В силу стогої опуклостi функцiоналу задача буде мати

єдиний розв’язок, але вiн не буде належати простору Υ(x, u).
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До критичного випадку можна ставитись двояко:

1) вважати його виродженим, коли мова йде про розв’язок задачi оптималь-

ної стабiлiзацiї у просторi Υ(x, u) ∀ x0 ∈ Rn;

2) знайти додатковi умови на вхiднi параметри задачi (1) - (4), коли вона все

ж буде мати розв’язок у просторi Υ(x, u) (або у просторi Υ1(x, u).)

Спочатку розглянемо першу можливiсть. Тодi задачу (1) = (4) у критич-

ному випадку можна регуляризувати двома шляхами:

1) збуренням матрицi Q функцiоналу;

2) збуренням матрицi A в рiвняннях вихiдної системи.

4.1.1. Регуляризацiя збуренням матрицi Q. Замiнимо задачу (1) = (4) на-

ступною задачею: для достатньо малого дiйсного числа ε ∈ (0, ε̂] знайти

uε = uε[xε(t)], (39)

де функцiя xε(t) - описує керований процес i задовольняє задачi Кошi

ẋε(t) = A xε(t) + B uε[xε(t)], 0 < t ≤ ∞, (40)

x(0) = x0, (41)

а критерiй оптимальностi при цьому

Jε(uε) =
∞∫
0

(x′ε(t) Qε xε(t) + u′ε(t) H uε(t)) dt (42)

приймав би найменше значення i виконувались нерiвностi

|Jε(uε) − J(u)| ≤ C1 ε,

||uε(t) − u(t)||L2(0,∞) ≤ C2 ε. (43)

В оцiнках (43) Ci, i = 1, 2 - додатнi дiйснi постiйнi, якi не залежать вiд ε.

В задачi (39) - (42) матриця Qε - симетрична, додатно визначена, гладка

за параметром ε i така, що Q0 = Q. Тодi в задачi (39) - (42) оптимальний
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регулятор буде мати вигляд

uε = uε[xε(t)] = −H−1B′Kεxε(t), (44)

де матриця Kε - єдиний додатньо визначений розв’язок алгебраїчного рiв-

няння Рiккатi

Kε A+ A′ Kε − Kε B H− B′ Kε + Qε = 0. (45)

Оптимальне значення критерiя якостi буде мати вигляд

Jε(uε) = (x0)′Kεx0. (46)

Отримаємо першу нерiвнiсть iз (43).

|Jε(uε) − J(u)| = |(x0)′ (Kε − K) x0| ≤ ||Kε − K|| ||x0||2,

де для матрицi W i вектора v уведено норми

||W || = max
i,j = 1,n

|wi,j|, ||v|| = max
i = 1,n

|vi|.

У випадку, коли розв’язок рiвняння (45) викликає труднощi, можемо знайти

його наближений розв’язок у виглядi ряду

Kε =
∞∑
i=0

K̂i ε
i, (47)

де матрицi K̂i є розв’язками лiнiйних матричних рiвнянь

K̂iA+ A′ K̂i −
i∑

j=0

K̂jBH
−B′ K̂i−j +

1

i!

diQε

dεi
|ε=0 = 0. (48)

Для прикладу п.3 покладемо Qε = Q + ε2 E2, ε ∈ (0, ε̂]. Тодi система

(45) набуде вигляду

(Kε
1,2)

2 − ε2 = 0,

Kε
1,1 − Kε

1,2 K
ε
2,2 = 0,
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2 Kε
1,2 − (Kε

2,2)
2 + β + ε2 = 0. (49)

Система (49) має єдиний додатно визначений розв’язок

Kε =

 ε
√
β + 2 ε + ε2 ε

ε
√
β + 2 ε + ε2

 . (50)

Тодi

Kε − K = ε


√
β + 2 ε + ε2 1

1 ε + 2√
β+2 ε + ε2 +

√
β

 ,

||Kε − K|| ≤ ε max{
√
β + 2 ε̂ + ε̂2, 1,

ε̂ + 2

2
√
β
},

|Jε(uε) − J(u)| ≤ C1 ε, (51)

де C1 = max{
√
β + 2 ε̂ + ε̂2, 1, ε̂ + 2

2
√
β
} ||x0||2.

Регуляризоване оптимальне керування буде мати вигляд

uε = − ε x1,ε(t) −
√
β + 2 ε + ε2 x2,ε(t), (52)

де xε(t) - розв’язок замкнутої регуляризованої системи

ẋ1,ε(t) = x2,ε(t),

ẋ2,ε(t) = − ε x1,ε(t) −
√
β + 2 ε + ε2 x2,ε(t),

x1,ε(0) = x01, x2,ε(0) = x02. (53)

Системi (53) вiдповiдає характеристичне рiвняння

λ2ε +
√
β + 2 ε + ε2 λε + ε = 0,

яке має два дiйснi вiд’ємнi коренi

λε,1,2 = −
√
β + 2 ε + ε2

2
∓
√
β − 2 ε + ε2

2
, λε,1 < λε,2.

Розв’язок задачi Кошi (53) буде мати вигляд

x1,ε(t) = − x02 − λε,2 x
0
1

λε,2 − λε,1
exp(λε,1 t) +

x02 − λε,1 x
0
1

λε,2 − λε,1
exp(λε,2 t),
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x2,ε(t) = − λε,1 (x02 − λε,2 x
0
1)

λε,2 − λε,1
exp(λε,1 t) +

+
λε,2 (x02 − λε,1 x

0
1)

λε,2 − λε,1
exp(λε,2 t). (54)

Очевидно, що

lim
t → ∞

xi,ε(t) = 0, i = 1, 2, ε > 0.

На цьому прикладi є можливiсть дослiдити граничний перехiд разв’язку (54)

до розв’язку критичної системи (38) при ε → 0.

По- перше,

lim
ε → 0

λε,1 = −
√
β, lim

ε → 0
λε,2 = 0.

По-друге,

lim
ε → 0

x2,ε(t) = − lim
ε → 0

λε,1 (x02 − λε,2 x
0
1)

λε,2 − λε,1
exp(λε,1 t) +

+ lim
ε → 0

λε,2 (x02 − λε,1 x
0
1)

λε,2 − λε,1
exp(λε,2 t) = x02 exp(−

√
β t),

lim
ε → 0

x1,ε(t) = − lim
ε → 0

x02 − λε,2 x
0
1

λε,2 − λε,1
exp(λε,1 t) +

+ lim
ε → 0

x02 − λε,1 x
0
1

λε,2 − λε,1
exp(λε,2 t) = − x02

exp(−
√
β t)√

β
+

x02 +
√
β x01√

β
=

= x01 +
x02√
β

(1 − exp(−
√
β) t).

Iз (52) та (33) будемо мати

uε[xε(t)] − u[x(t)] = − ε x1,ε(t) −
√
β + 2 ε + ε2 x2,ε(t) +

√
β x2(t) =

− ε x1,ε(t) − (
√
β + 2 ε + ε2 −

√
β) x2,ε(t) −

√
β y2,ε(t), (55)

де вiдхилення yi,ε(t) = xi,ε(t) − xi(t), i = 1, 2 є розв’язком системи

диференцiальних рiвнянь

ẏ1,ε(t) = y2,ε(t),
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ẏ2,ε(t) = − ε x1,ε(t) − (
√
β + 2 ε + ε2 −

√
β) x2,ε(t) −

√
β y2,ε(t),

yi,ε(0) = 0, i = 1, 2. (56)

Iз другого рiвняння системи (56) можемо записати, що

y2,ε(t) =
t∫

0

exp(−
√
β (t − τ)) fε(τ) dτ, (57)

де

fε(t) = − ε x1,ε(t) −
2 ε + ε2√

β + 2 ε + ε2 +
√
β
x2,ε(t).

Має мiсце включення fε(t) ∈ L2(0,∞) i нерiвнiсть

||fε(.)||L2(0,∞) ≤ C ε. (58)

Дiйсно,

||fε(.)||L2(0,∞) ≤ ε ||x1,ε(.)||L2(0,∞) +
2 ε + ε2√

β + 2 ε + ε2 +
√
β
||x2,ε(.)||L2(0,∞) ≤ C ε.

Тодi, використовуючи представлення (57) i нерiвнiсть Кошi, будемо мати

y22,ε(t) ≤
t∫

0

exp(− 2
√
β (t− τ)) dτ

t∫
0

f 2ε (τ) dτ ≤
t∫

0

exp(− 2
√
β (t− τ)) dτ ||fε(.)||2L2(0,∞).

Звiдси
t∫

0

y22,ε(t) dt ≤
t∫

0

(t − τ) exp(− 2
√
β (t − τ)) dτ ||fε(.)||2L2(0,∞) =

= (
(t − τ) exp(− 2

√
β (t − τ))

2
√
β

|t0 +
exp(− 2

√
β (t − τ))

4 β
|t0) ||fε(.)||2L2(0,∞) =

= (
t exp(− 2

√
β t))

2
√
β

+
1 − exp(− 2

√
β t)

4 β
) ||fε(.)||2L2(0,∞).

Тодi, враховуючи обмеженiсть функцiї t exp(− 2
√
β t) при t ≥ 0 i нерiвнiсть

(58), отримаємо, що

||y2,ε(.)||L2(0,∞) ≤ C ε. (59)
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Звiдси i представлення (55) остаточно будемо мати оцiнку

||uε[xε(t)] − u[x(t)]||L2(0,∞) ≤ C ε. (60)

Що стосується вiдхилення y1,ε(t), то воно не буде належати простору

L2(0,∞), але має мiсце гранична рiвнiсть

lim
t → ∞

y1,ε(t) = x01 +
x02√
β
, ε > 0. (61)

Нехай Aε = (Jε, uε(t), xε(t)) - розв’язок регуляризованої задачi (збуре-

ної) оптимальної стабiлiзацiї (39) - (42), а A0 = (J, u(t), x(t)) - розв’язок

задачi оптимальної стабiлiзацiї у критичному випадку (виродженої). Тодi,

згiдно термiнологiї роботи [4] i рiвностi (61), регуляризована задача буде

сингулярно збуреною . Iнша справа, що тут нам не потрiбно розшукувати

рiвномiрне по ε наближення x1,ε(t) до x1(t).

4.1.2. Регуляризацiя збуренням матрицi A. Замiнимо задачу (1) = (4) на-

ступною задачею: для достатньо малого дiйсного числа ε ∈ (0, ε̂] знайти

uε = uε[xε(t)], (62)

де функцiя xε(t) - описує керований процес i задовольняє задачi Кошi

ẋε(t) = Aε xε(t) + B uε[xε(t)], 0 < t ≤ ∞, (63)

x(0) = x0, (64)

а критерiй оптимальностi при цьому

Jε(uε) =
∞∫
0

(x′ε(t) Q xε(t) + u′ε(t) H uε(t)) dt (65)

приймав би найменше значення i виконувались нерiвностi (43).

В задачi (62) - (65) матрицяAε - гладка за параметром ε, така, щоA0 = A

i ї ї спектр не є уявним. Тодi в задачi (62) - (65) оптимальний регулятор буде
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мати вигляд

uε = uε[xε(t)] = −H−1B′Kεxε(t), (66)

де матриця Kε - єдиний додатньо визначений розв’язок алгебраїчного рiв-

няння Рiккатi

KεAε + A′εK
ε −KεBH−B′Kε + Q = 0. (67)

Оптимальне значення критерiя якостi буде мати вигляд

Jε(uε) = (x0)′Kεx0. (68)

Повернемось до прикладу п.3 i покладемо Aε = A + ε E2, ε ∈ (0, ε̂].

Тодi система (67) набуде вигляду

2 εKε
1,1 − (Kε

1,2)
2 = 0,

Kε
1,1 + 2 ε Kε

1,2 − Kε
1,2 K

ε
2,2 = 0,

2 Kε
1,2 + 2 ε Kε

2,2 − (Kε
2,2)

2 + β = 0. (69)

Система (69) має єдиний додатньо визначений розв’язок

Kε =

 2 ε (ε +
√
β + ε2)2 2 ε (ε +

√
β + ε2)

2 ε (ε +
√
β + ε2) 3ε +

√
β + ε2

 . (70)

Тодi

Kε − K = ε


2 (ε +

√
β + ε2)2 2 (ε +

√
β + ε2

2 (ε +
√
β + ε2 3 + ε√

β + ε2 +
√
β

 ,

||Kε − K|| ≤ ε max{2 (ε̂ +
√
β + ε̂2)2, 3 +

ε̂

2
√
β
}

|Jε(uε) − J(u)| ≤ C1 ε, (71)

де

C1 = max{2 (ε̂ +
√
β + ε̂2)2, 3 +

ε̂

2
√
β
} ||x0||2.
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Регуляризоване оптимальне керування буде мати вигляд

uε = − 2 ε (ε +
√
β + ε2) x1,ε(t) −

− (3ε +
√
β + ε2) x2,ε(t), (72)

де xε(t) - розв’язок замкнутої регуляризованої системи

ẋ1,ε(t) = ε x1,ε(t) + x2,ε(t),

ẋ2,ε(t) = − 2 ε (ε +
√
β + ε2) x1,ε(t) −

− (2 ε +
√
β + ε2) x2,ε(t),

x1,ε(0) = x01, x2,ε(0) = x02. (73)

Системi (73) вiдповiдає характеристичне рiвняння

λ2ε + (ε +
√
β + ε2) λε + ε

√
β + ε2 = 0,

яке має два дiйснi вiд’ємнi коренi

λε,1,2 = − ε +
√
β + ε2

2
∓ − ε +

√
β + ε2

2
,

λε,1 < λε,2.

Iз (72) та (33) будемо мати

uε[xε(t)] − u[x(t)] = − 2 ε (ε +
√
β + ε2) x1,ε(t) −

− (2ε +
√
β + ε2 −

√
β) x2,ε(t) −

√
β y2,ε(t), (74)

де вiдхилення yi,ε(t) = xi,ε(t) − xi(t), i = 1, 2 є розв’язкам системи

диференцiальних рiвнянь

ẏ1,ε(t) = ε x1,ε(t) + y2,ε(t),

ẏ2,ε(t) = − 2 ε (ε +
√
β + ε2) x1,ε(t) −
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− (2 ε +
√
β + ε2 −

√
β) x2,ε(t) −

√
β y2,ε(t),

yi,ε(0) = 0, i = 1, 2. (75)

Оцiнка ||uε[xε(.)] − u[x(.)]||L2(0,∞) тут встановлюється аналогiчно вiдповiднiй

оцiнцi для випадку регуляризацiїї збуренням матрицi Q.

Але у випадку регуляризацiїї шляхом збурення матрицi A нас бiльше цi-

кавить оцiнка ||uε[xε(.)] − u[x(.)]||L2(0,∞), коли вектор xε(t) є розв’язком

замкнутої системи, породженої критичною системою та регуляризованим ке-

руванням (72), тобто

ẋ1,ε(t) = x2,ε(t),

ẋ2,ε(t) = − 2 ε (ε +
√
β + ε2) x1,ε(t) −

− (3 ε +
√
β + ε2) x2,ε(t),

x1,ε(0) = x01, x2,ε(0) = x02. (76)

Системi (76) вiдповiдає характеристичне рiвняння

λ2ε + (3 ε +
√
β + ε2) λε + 2 ε (ε +

√
β + ε2) = 0,

яке має два дiйснi вiд’ємнi коренi

λε,1,2 = − 3 ε +
√
β + ε2

2
∓ (

(3 ε +
√
β + ε2)2

4
− 2 ε (ε +

√
β + ε2))1/2,

λε,1 < λε,2.

Далi повторюються всi викладки, якi були характернi для регуляризацiї

функцiоналу. В результатi ми отримаємо оцiнку (60), а по нiй i оцiнку

|J(uε) − J(u)| ≤ C ε.

5. Спецiальна система оптимальної стабiлiзацiї в критичному

випадку . Розглянемо в загальному випадку можливостi розв’язання зада-

чi оптимальної стабiлiзацiї в критичному випадку (див. приклад п.3).
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5.1. Розв’язання задачi оптимальної стабiлiзацiї для канонiчної системи.

Розглянемо спочатку задачу оптимальної стабiлiзацiї для канонiчної системи

ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = x3(t),

.............................

ẋn−1(t) = xn(t),

ẋn(t) = u(t), xi(0) = x0i , i = 1, n, (77)

з критерiєм оптимальностi

J(u) =
∞∫
0

(x′(t) Q x(t) + u2(t)) dt, (78)

де матриця Q - симетрична, невiд’ємна i має розмiрнiсть n × n.

В роботi [5] система (77) була основою для побудови алгоритмiв обме-

женого нелiнiйного синтезу з використанням функцiї керованостi. Там же

доведена цiлковита керованiсть канонiчної системи. Будемо вважати, що за-

дача оптимальної стабiлiзацiї (77) - (78) є критичною.

5.1.1. "Найслабша" оптимальна стабiлiзацiя - однокоординатна. Нехай

матриця Q має такi елементи: qi,j = 0, i = 1, n− 1, j = 1, n; qn,j =

0, j = 1, n− 1; qn,n > 0.

Тодi для координати xn(t) будемо мати одномiрну задачу оптимальної ста-

бiлiзацiї: знайти керування u = u[xn(t)], яке мiнiмiзує функцiонал

J(u) =
∞∫
0

(qn,n x
2
n(t) + u2(t)) dt (79)

на розв’язках задачi Кошi

ẋn(t) = u(t), xn(0) = x0n. (80)
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Шукане керування має вигляд

u = − √qn,n xn(t). (81)

Йому вiдповiдає розв’язок задачi Кошi (80)

xn(t) = x0n exp(− √qn,n t) (82)

i оптимальне значення функцiоналу

J(u) =
√
qn,n (x0n)

2. (83)

При цьому будуть мати мiсце такi включення: xn(t) ∈ L2(0,∞), u(t) ∈

L2(0,∞). Згiдно канонiчної системи (77), двi попереднi координати набудуть

вигляду

xn−1(t) = x0n−1 +
x0n√
qn,n

(1 − exp(− √qn,n t)),

xn−2(t) = x0n−2 + (x0n−1 +
x0n√
qn,n

) t − x0n
qn,n

(1 − exp(− √qn,n t)). (84)

Тут мають мiсце включення xn−1(t) ∈ C[0,∞], xn−2(t) ∈̄ C[0,∞]. Для того,

щоб i xn−2(t) ∈ C[0,∞], потрiбно покласти

x0n−1 +
x0n√
qn,n

= 0. (85)

Тодi координати (84) будуть мати вигляд

xn−1(t) = − x0n√
qn,n

exp(− √qn,n t)),

xn−2(t) = x0n−2 −
x0n
qn,n

(1 − exp(− √qn,n t)). (86)

Продовжуючи цей процес, на k - му кроцi будемо мати

xn−k(t) = (−1)k
x0n

(
√
qn,n)k

exp(− √qn,n t)),

xn−k−1(t) = x0n−k−1 − (−1)k+1 x0n
(
√
qn,n)k+1

(1 − exp(− √qn,n t)),
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k = 2, n− 2, (87)

де

x0n−k + (−1)k+1 x0n
(
√
qn,n)k

= 0. (88)

Таким чином, оптимальний розв’зок канонiчної системи має вигляд

xn−k(t) = (−1)k
x0n

(
√
qn,n)k

exp(− √qn,n t)), k = 0, n− 2, (89)

x0n−j + (−1)j+1 x0n
(
√
qn,n)j

= 0, j = 1, n− 2, (90)

x1(t) = x01 − (−1)n−1
x0n

(
√
qn,n)n−1

(1 − exp(− √qn,n t)). (91)

Iз (89) витiкають включення xj(t) ∈ L2(0,∞), j = 2, n, але не при любих

x0j , j = 2, n− 1, а тiльки тих, що задовольняють умовi (90). Координата

x1(t) при t → ∞ може приймати любi значення c1 ∈ R1 в силу формули

x01 − (−1)n−1
x0n

(
√
qn,n)n−1

= c1. (92)

Якщо c1 6= 0, то x1(t) ∈ C[0,∞]. У випадку c1 = 0 буде мати включення

x1(t) ∈ L2(0,∞). Таким чином, у випадку c1 = 0 наведений вище розв’язок

задачi оптимальної стабiлiзацiї будемо називати однокоординатною частко-

вою стабiлiзацiєю . При порушеннi умов (90) задача про оптимальну ста-

бiлiзацiю не має навiть однокоординатного часткового розв’язку.

5.1.2. Багатокоординатна оптимальна стабiлiзацiя. Нехай матриця Q має

такi елементи: qi,j = 0, i, j = 1, n− 2, а числа qn−1,n−1, qn,n, qn−1,n = qn,n−1

утворюють додатньо визначену матрицю. Далi для зменшення обчислень бу-

демо вважати, що qn−1,n = qn,n−1 = 0. Тодi для координат xn−1(t), xn(t)

будемо мати двовимiрну задачу оптимальної стабiлiзацiї: знайти керування

u = u[xn−1(t), xn(t)], яке мiнiмiзує функцiонал

J(u) =
∞∫
0

(qn−1,n−1 x
2
n−1(t) + qn,n x

2
n(t) + + u2(t)) dt (93)
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на розв’язках задачi Кошi

ẋn−1(t) = xn(t),

ẋn(t) = u(t),

xn−1(0) = x0n−1, xn(0) = x0n, (94)

де дiйснi числа x0n−1, x0n фiксованi, але довiльнi.

Система алгебраїчних рiвнянь Рiккатi буде мати вигляд

(Kn−1,n)
2 − qn−1,n−1 = 0,

Kn−1,n−1 − Kn−1,n Kn,n = 0,

2 Kn−1,n − (Kn,n)
2 + qn,n = 0. (95)

Система (95) має єдиний додатньо визначений розв’язок. Тут слiд зауважи-

ти, що задача оптимальної стабiлiзацiї (93) - (94) має розв’язок i у випадку

qn,n = 0, тобто коли матриця для фазових координат у критерiї (93) лише

невiд’ємна. Рiзниця мiж випадком додатньо визначеної матрицi i невiд’ємної

полягає лише у величинi порогу стiйкостi: в першому випадку вiн вищий.

Повернемось до випадку, коли qn−1,n−1 > 0, qn,n > 0. Тодi шукане

керування буде мати вигляд

u = − Kn,n−1 xn−1(t)− Kn,n xn(t). (96)

Йому вiдповiдає розв’язок задачi Кошi (94)

xn−1(t) =
x0n − λn−1,n2 x0n−1
λn−1,n1 − λn−1,n2

exp(λn−1,n1 t) − x
0
n − λn−1,n1 x0n−1
λn−1,n1 − λn−1,n2

exp(λn−1,n2 t),

xn(t) = λn−1,n1

x0n − λn−1,n2 x0n−1
λn−1,n1 − λn−1,n2

exp(λn−1,n1 t) −

−λn−1,n2

x0n − λn−1,n1 x0n−1
λn−1,n1 − λn−1,n2

exp(λn−1,n2 t), (97)
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де

λn−1,n1,2 = −
√
qn,n + 2

√
qn−1,n−1

2
∓

√
qn,n − 2

√
qn−1,n−1

2
.

У формулах (97) для спрощення прийнята умова

qn,n − 2
√
qn−1,n−1 > 0. (98)

Оптимальне значення функцiоналу (93) буде мати вигляд

J(u) =
√
qn−1,n−1

√
qn,n + 2

√
qn−1,n−1 (x0n−1)

2 + 2
√
qn−1,n−1 x

0
n−1 x

0
n +

+
√
qn,n + 2

√
qn−1,n−1 (x0n)

2. (99)

При цьому будуть мати мiсце такi включення: xn−1(t), xn(t) ∈

L2(0,∞), u(t) ∈ L2(0,∞). Згiдно канонiчної системи (77), двi поперед-

нi координати набудуть вигляду

xn−2(t) = x0n−2 +
x0n − λn−1,n2 x0n−1

λn−1,n1 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )
(exp(λn−1,n1 t) − 1) −

− x0n − λn−1,n1 x0n−1
λn−1,n2 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )

(exp(λn−1,n2 t) − 1),

xn−3(t) = xn−3 +(x0n−2 −
x0n − λn−1,n2 x0n−1

λn−1,n1 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )
+

x0n − λn−1,n1 x0n−1
λn−1,n2 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )

) t+

+
x0n − λn−1,n2 x0n−1

(λn−1,n1 )2 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )
(exp(λn−1,n1 t) − 1) −

− x0n − λn−1,n1 x0n−1
(λn−1,n2 )2 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )

(exp(λn−1,n2 t) − 1).

Для того, щоб xn−2(t) ∈ L2(0,∞), xn−3(t) ∈ C[0,∞] потрiбно, щоб почат-

кова умова для координати xn−2(t) визначалась iз рiвняння

x0n−2 −
x0n − λn−1,n2 x0n−1

λn−1,n1 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )
+

+
x0n − λn−1,n1 x0n−1

λn−1,n2 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )
= 0. (100)
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Таким чином, оптимальний розв’зок канонiчної системи в нашому випадку

(двокоординатної часткової стабiлiзацiї ) має вигляд

xn−k(t) =
x0n − λn−1,n2 x0n−1

(λn−1,n1 )k−1 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )
exp(λn−1,n1 t) −

− x0n − λn−1,n1 x0n−1
(λn−1,n2 )k−1 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )

exp(λn−1,n2 t),

k = 0, n− 1. (101)

При цьому для номерiв 2 ≤ j ≤ n − 1 повиннi виконуватись рiвностi

x0n−j −
x0n − λn−1,n2 x0n−1

(λn−1,n1 )j−1(λn−1,n1 − λn−1,n2 )
+

+
x0n − λn−1,n1 x0n−1

(λn−1,n2 )j−1 (λn−1,n1 − λn−1,n2 )
= 0. (102)

Iз (101) витiкають включення xj(t) ∈ L2(0,∞), j = 2, n, але не при

любих x0j , j = 2, n− 1, а тiльки тих, що задовольняють умовi (102). При

порушеннi умов (102) задача про оптимальну стабiлiзацiю не має навiть дво-

координатного часткового розв’язку.

Iз наведених вище мiркувань витiкає, що для формування задачi i + 1 -

координатної часткової оптимальної стабiлiзацiї (0 ≤ i ≤ n − 2) потрiбно:

1) сформувати задачу оптимальної стабiлiзацiї з критерiєм якостi

Jn−i,n(u) =
∞∫
0

(
n∑

l=n−i

i∑
k=0

qn−k,l xn−k xl + u2(t)) dt, (103)

на розв’язках задачi Кошi

ẋn−i(t) = xn−i+1(t),

........................................

ẋn(t) = u(t),

xn−i(0) = x0n−i. (104)
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Числа qk,j, k, j = n− i, n в критерiї (103) утворюють додатньо визначе-

ну симетричну матрицю - "найсильнiша" i + 1 - координатна часткова

стабiлiзацiя. Якщо ж в критерiї (103) обмежитись лише додатнiм числом

qn−i,n−i, i ≥ 2, вважаючи всi iншi елементи нульовими, то ми отримаємо

варiант "найслабшої" i + 1 - координатної часткової стабiлiзацiї; позначимо

вiдповiдну матрицю через Qn−i,n;

2) знайти єдиний додатньо визначений розв’язок матричного алгебраїчного

рiвняння Рiккатi

Kn−i,n An−i,n + (An−i,n)′ Kn−i,n −

− Kn−i,n bn−i,n (bn−i,n)′ Kn−i,n + Qn−i,n = 0, (105)

де An−i,n - числова квадратна матриця розмiрностi n − i × n, в якiй всi

елементи нульовi, а над головною дiагоналлю стоять одиницi; (bn−i,n)prime =

(0, ..., 0, 1), тобто з номера n−i по номер n−1 розташованi нулi, а на останный

позицiї розташована одиниця;

3) оптимальне стабiлiзуюче керування має вигляд

u = −
n∑

j=n−i
Kn−i,n
n,j xj(t), (106)

де xj(t), j = n− i, n - розв’язок замкнутої системи

ẋn−i(t) = xn−i+1(t),

............................................

ẋn(t) = −
n∑

j=n−i
Kn−i,n
n,j xj(t),

xj(0) = x0j , j = n− i, n; (107)

4) починаючи з номера j = n − i + 1 iнтегуємо послiдовно систему дифе-

ренцiальних рiвнянь

ẋn−i+1(t) = xn−i(t),
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xn−i+1(0) = x0n−i+1, i ≤ n − 2; (108)

5) числа x0n−i+1 iз попереднього пункту обираємо iз умови

xn−i+1(t) ∈ L2(0,∞), i ≤ n − 2. (109)

5.2. Розв’язання критичної задачi оптимальної стабiлiзацiї для лiнiйної

системи з одномiрним керуванням. Розглянемо задачу оптимальної стабiлi-

зацiїї у критичному випадку, тобто нехай фазовий вектор керованої системи

x(t) ∈ Rn, t > 0 задовольняє задачi Кошi

ẋ(t) = A x(t) + B u(t),

x(0) = x0, (110)

де B′ = (b1, ..., bn).

Критерiй якостi має вигляд (78). Припускаємо, що система (110) цiлком

керована, тобто стопчики матрицi

K = (B,AB, ..., An−1B) (111)

є лiнiйно незалежними. Далi використаємо алгоритм iз [5] зведення зада-

чi Кошi (110) до канонiчного вигляду у нових змiнних. В нашому випадку

пеетворенню пiдлягає i критерiй оптимальностi (78). З цiєю метою обиремо

вектор c, який буде ортогональним векторам B,AB, ..., An−2B та задоволь-

няти умовi (c, An−1B) = 1, тобто вектор c будемо знаходити як розв’язок

системи рiвнянь

K′c = en, (112)

де e′n = (0, ..., 0, 1).

Система (112) має єдиний розв’язок, так як її визначник не дорiвнює нулевi.

Уведемо нову змiнну

z = L x, (113)
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де матриця L має вигляд

L =



c′

c′ A

...

c′ An−1


. (114)

Покажемо, що матриця L є невиродженою. Дiйсно, нехай
n−1∑
i=0

αi c
′ Ai = 0.

Перемножуючи цю рiвнiсть послiдовно на вектори B,AB, ..., An−1B, врахо-

вуючи систему (112), будемо мати

αn−1 = αn−2 = ... α0 = 0,

тобто матриця L - невироджена. Вiзьмемо k - ту компоненту вектора z i

знайдемо її похiдну в силу системи (110)

żk = c′ Ak x + c′ Ak−1 B u = c′ Ak x = zk+1, k = 1, n− 1,

żn = c′ An x + c′ An−1 B u =
n∑
i=1

pi c
′ Ai−1 x + u.

Тут використана рiвнiсть An =
n∑
i=1

pi A
i−1, де pi - коефiцiєнти характери-

стичного полiнома λn − pn λ
n−1 − ... − p1 = 0. Таким чином, система

(110) в силу замiни (113) набуде вигляду

ż1 = z2,

......................

żn−1 = zn,

żn = p1 z1 + ... + pn zn + u = z′ P + u. (115)
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Уведемо нове керування по формулi

v = z′ P + u. (116)

У нових змiнних (z, v) критерiй оптимальностi (78) набуде вигляду

J (v) =
∞∫
0

(z′(t) Q z(t) − 2 z′(t) P v(t) + v2(t)) dt, (117)

де

Q = (L−1)′ Q L−1 + P (P)′,

а вектор z(t) задовольняє канонiчнiй системi

ż1 = z2,

......................

żn−1 = zn

żn = v (118)

з початковими умовами

z(0) = z0 = L x0. (119)

В силу невиродженостi матриць K i L властивiсть критичностi вихiдної за-

дачi оптимальної стабiлiзацiї є iнварiантом щодо замiни координат, тобто ми

попадем в одну iз ситуацiй попереднього пункту, але тепер критерiй якостi

буде мiстити квадратичну форму вiдносно фазового вектора i керування.

Тодi у нових змiнних (z, v) у вiдповiдних побудовах потрiбно врахувати, що

розв’язок задачi оптимальної стабiлiзацiї (118), (117) буде задаватись лiнiй-

ною формою

v = h′ z(t), h = − (K B + P), (120)

де додатньо визначена матриця K визначається iз рiвняння Рiккатi

K A + A′ K + Q =
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= K B B′ K + K B P ′ + P B′ K + P P ′, (121)

B′ = (0, ..., 0, 1), A − матриця канонiчної системи.

Оптимальне значення критерiю оптимальностi задається квадратичною

формою

J(u) = (z0)′ K z0. (122)

5.3. Розв’язання критичної задачi оптимальної стабiлiзацiї для лiнiйної

системи з багатомiрним керуванням. Розглянемо задачу оптимальної ста-

бiлiзацiїї у критичному випадку, тобто нехай фазовий вектор керованої си-

стеми x(t) ∈ Rn, t 0 задовольняє задачi Кошi

ẋ(t) = A x(t) + B u(t),

x(0) = x0, (123)

де B′ = (bi,j)
n,r
i,j=1. Критерiй якостi має вигляд

J(u) =
∞∫
0

(x′(t) Q x(t) + u′(t) H u(t)) dt, (124)

де матриця Q - симетрична, невiд’ємна i має розмiрнiсть n × n, матриця

H - симетрична i додатньо визначена.

Припускаємо, що система (123) цiлком керована, тобто

rang K = rang (BAB...An−1B) = n. (125)

Далi використаємо алгоритм iз [5] зведення задачi Кошi за допомогою замi-

ни змiнних i уведення нового керування до r систем канонiчного вигляду з

одномiрними керуваннями. В нашому випадку перетворенню пiдлягає i кри-

терiй оптимальностi (124).

Далi будемо вважати, не обмежуючи спiльностi, що ранг матрицi B дорiв-

нює r. Розглянемо вектори

b1, b2, ..., br, ..., A b1, ..., A b1r, ..., A
n−1 b1, ..., A

n−1 b1r, (126)
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де bi - i - й стовбець матрицi B.

Утворимо нову послiдовнiсть векторiв, в якiй першими r векторами бу-

дуть вектори b1, b2, ..., br. Далi, беручи послiдовно вектори iз множини (126),

перевiряємо, починаючи iз вектора A b1, чи буде вiн лiнiйно залежним вiд

векторiв b1, b2, ..., br. Якщо вектор A b1 буде лiнiйно незалежним вiд векторiв

b1, b2, ..., br, то його долучаємо до них i отримуємо нову послiдовнiсть лiнiйно

незалежних векторiв b1, b2, ..., br, A b1. Якщо ж вектор A b1 виявився лiнiйно

залежним вiд векторiв b1, b2, ..., br, то всi вектори виду Aj b1, j ≥ 1, вилу-

чаємо iз послiдовностi (126) i далi їх не розглядаємо. В загальному випадку,

якщо ми розглянули iз множини (126) перших k векторiв i побудували по них

нову послiдовнiсть iз s векторiв, то на наступному кроцi розглядаємо вектор,

наступний за k - им вектором iз множини (126), який не був виключеним iз

розгляду на попередньому кроцi, i перевiряємо,чи був вiн лiнiйно незалеж-

ним вiд s векторiв побудованої послiдовностi. Якщо вiн лiнiйно незалежний,

то додаємо його (s + 1) - м вектором в нову послiдовнiсть. Якщо ж вiн

- лiнiйно залежний, то цей вектор ω i всi вектори вигляду Am ω, m ≥ 0,

вилучаємо iз множини (126) при подальшому розглядi. У пiдсумку, шляхом

перестановки, i можливо, перенумерацiї векторiв (126), отримаємо послiдов-

нiсть векторiв

b1, ..., A
n1−1b1, ..., br, ..., A

nr−1 br,
r∑
i=1

ni = n, (127)

де n1 ≥ n2 ≥ ... ≥ nr.

Оберемо вектор ck, k = 1, r так, щоб вiн задовольняв рiвностi

(ck, A
nk−1 bk) = 1 (128)
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i був ортогональним всiм векторам послiдовностi (127), тобто

(ck, A
i bj) =


1, i = nk − 1, j = k,

0, i 6= nk − 1, j 6= k.

 . (129)

Позначимо

L =


L1

...

Lr

 , (130)

де

Lk =


c′k

...

c′k A
nk−1

 , k = 1, r.

Виконаємо перетворення координат

z = L x. (131)

Використовуючи тi ж мiркування, що i в попередньому пунктi, переконує-

мось у тому, що матриця L не вироджена. В наслiдок замiни (131), отри-

маємо канонiчну форму системи (123)

żsi−1+j = zsi−1+j+1, j = 1, ni − 1,

żsi =
n∑
j=1

ãsi,j zj + ui +
r∑

j=i+1

mi,j uj, (132)

де s0 = 0, si =
i∑

k=1
nk, mi,j = c′i A

ni−1 bj, j = i+ 1, r, i = 1, r.

У векторному виглядi сисема (132) набуде вигляду

ż = Ã z + B0 M u, (133)

де Ã = L A L−1 - матриця розмiрностi n × n, в якiй рядок з номером si

має вигляд ãsi,1, ..., ãsi,n, i = 1, r, елементи матрицi ãsi−1+j,si=1+j+1 = 1, j =

1, ni − 1, i = 1, r, а всi iншi елементи матрицi дорiвнюють нулю;
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B0 - матриця розмiрностi n × r, в якiй i - й елемент si - го рядка дорiвнює

одиницi, i = 1, r, а всi iншi елементи матрицi дорiвнюють нулю;

M - верхньотрикутна матриця розмiрносты r × r вигляду

M =



1 c′1A
n1−1b2 c′1A

n1−1b3 ... c′1A
n1−1br

0 1 c′2A
n2−1b3 ... c′2A

n2−1br

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1


.

Уведемо нове керування

v = B′0 Ã z + M u. (134)

Тодi система (132) набуде вигляду

żsi−1+j = zsi−1+j+1, j = 1, ni − 1,

żsi = vi, i = 1, r, (135)

або у векторному виглядi

ż = A0 z + B0 v, (136)

де матриця A0 розмiрностi n × n має вигляд A0 = diag(A0,1, ...., A0,r, A0,i -

матриця розмiрностi ni × ni, елементи першої наддiагоналi якої дорiвнюють

одиницi, а всi iншi елементи дорiвнюють нулю.

Iз (131) i (134) отримаємо

x = L−1 z, u = M−1 (v − B′0 Ã z). (137)

Тодi критерiй оптимальностi (124) набуде вигляду

J(u) =
∞∫
0

(z′(t) Q z(t) − 2 z′(t) G v(t) + v′(t) H v(t)) dt, (138)

де

Q = (L−1)′ Q L−1 + Ã′ B0 (M−1)′ H M−1 B′0 Ã,
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G = Ã′ B0 (M−1)′ H M−1, H = (M−1)′ H M−1.

В силу невиродженостi наведених вище перетворень вихiдна задача опти-

мальної стабiлiзацiї в критичному випадку розпадається на r одномiрних

задач оптимальної стабiлiзацiї для систем

żsi−1+j = zsi−1+j+1, j = 1, ni − 1,

żsi = vi (139)

з критерiями якостi

Jsi(ui) =
∞∫
0

(z′si(t) Qsi zsi(t) − 2 z′si(t) Gsi vsi(t) +

+ v′si(t) Hsi vsi(t)) dt, i = 1, r,

J(u) =
r∑
i=1

Jsi(ui), (140)

де змiст всiх векторiв i матриць в представленнi (140) визначається пiсля

проведення наведених вище перетворень.

Для з’ясування тонкощiв "роботи" наведеного алгоритму розглянемо при-

клад. Нехай динамiка керованої системи задоволяняє системi [5]

ẋ1 = x1 + x2 + x3 + u1 + u2,

ẋ2 = x1 − x2 + x3,

ẋ3 = − x1 + x2 − x3 − u2 (141)

з початковими умовами

xi(0) = x0i , i = 1, 3. (142)
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Тут матрицi A та B мають вигляд

A =


1 1 1

1 −1 1

−1 1 −1

 , B =


1 1

0 0

0 −1

 .

В даному випадку множина векторiв (127) має вигляд

b1 =


1

0

0

 , A b1 =


1

1

−1

 , b2 =


1

0

−1

 , n1 = 2, n2 = 1, rang K = 3.

На розв’язках системи (141) розглянемо критерiй якостi

J(u) =
∞∫
0

(x22(t) + x23(t) + u21(t) + u22(t)) dt. (143)

Оберемо вектори c′1 = (c11, c
1
2, c

1
3) i c′2 = (c21, c

2
2, c

2
3) iз умов

(c1, b1) = 0,

(c1, Ab1) = 1,

(c1, b2) = 0,



(c2, b1) = 0,

(c2, Ab1) = 0,

(c2, b2) = 1.

Виписанi системи мають розв’язки c′1 = (0, 1, 0), c′2 = (0,−1,−1). Тодi

замiна змiнних має вигляд

z = L x =


c′1

c′1A

c′2

 x =


0 1 0

1 −1 1

0 −1 −1




x1

x2

x3

 . (144)

Крiм того,

L−1 =


2 1 1

1 0 0

−1 0 −1

 .

Тодi система (141) в нових змiнних приймає вигляд (133), тобто

ż = Ã z + B0 M u,
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де

Ã = L A L−1 =


0 1 0

2 −1 0

0 0 0

 ,

B0 =


0 0

1 0

0 1

 , M =

 1 c′1Ab2

0 1

 =

 1 0

0 1

 .

Таким чином, у нових змiнних отримаємо систему

ż1 = z2,

ż2 = 2 z1 − z2 + u1,

ż3 = u2

(145)

Вводячи замiну

v =

 v1

v2

 =

 2 z1 − z2 + u1,

u2

 , (146)

отримаємо, що система (141) разом з початковими умовами розпадається на

двi керованi системи 
ż1 = z2,

ż2 = v1,

z1(0) = z01, z2(0) = z02, (147)

ż3 = v2, z3(0) = z03. (148)

Критерiй (143) набуде вигляду

J(u) =
∞∫
0

(x22(t) + x23(t) + u21(t) + u22(t)) dt =

=
∞∫
0

(z22(t) + (z1(t) + z3(t))
2 + (v1(t) − 2 z1(t) + z2(t))

2 +
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v22(t))dt = Js1(v1) + Js2(v2).

Таким чином, вихiдна некритична задача оптимальної стабiлiзацiї розпа-

дається на двi:

1) мiнiмiзувати критерiй

Js2(v2) =
∞∫
0

(z23(t) + v22(t))dt,

на розв’язках системи

ż3 = v2, z3(0) = z03;

2) мiнiмiзувати критерiй

Js1(v1) =
∞∫
0

(z22(t) + z21(t) + 2z1(t) z3(t) + (v1(t) − 2 z1(t) + z2(t))
2)dt

на розв’язках системи 
ż1 = z2,

ż2 = v1,

z1(0) = z01, z2(0) = z02.
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