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Introduction
Differential-difference and differential-functional equations are mathematical models of
many applied problems in automatic regulation and control systems, chemical, biological,
technical, economic and other processes whose evolution depends on the prehistory.

An important element in the study of many applied processes is the delay, which arises, for
example, as a result of the finite speed of signal propagation from one element of the system
to another. In particular, in the mathematical modeling of processes in semiconductor laser
devices with optical feedback, the delay arises as a result of taking into account the signal
propagation time from the laser to the mirror. Thus, in biological systems, evolution is
associated with such long-term processes as reproduction, development, and extinction,
which do not occur instantaneously, but with a certain delay. In engineering, many control
systems include a physical delay that affects the internal dynamics of the control system.
Therefore, the study of the influence of time delays on modern control systems is obviously
an important research topic in the development and tuning of feedback control laws.
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Statement of the initial problem
We will consider the initial problem for a differential-difference equation of the delay type

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), (1)

ϕ(t) : Et0 → Rn, (2)

where t ∈ R, x(t) ∈ Rn, τ > 0, Et0 = [t0 − τ, t0].
By the solution of equation (1) with the initial function ϕ(t) we will understand the
function x(t), which at satisfies equation (1) and coincides with the initial function ϕ(t) on
the set Et0

x(t) = ϕ(t), t ∈ Et0 .
This solution at the point t0, generally speaking, has only the right derivative. For the
existence of a derivative of the solution of the initial problem (1)-(2) it is necessary and
sufficient that the gluing condition is fulfilled:

ϕ̇ (t0 − 0) = f (t0, ϕ (t0) , ϕ (t0 − τ)) . (3)

If the function is continuous in the set of variables and satisfies the Lipschitz condition in
the second and third arguments, then there is a unique solution to the problem (1)-(2).
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Approximation Schemes of Differential Equations with
delay (start)

1. Salukvadze M. E. On the problem of synthesizing an optimal controller in linear systems
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and Telemechanics. - 1962. 23, No. 2. - P. 1595-1600.

2. Repin, Yu. M. Solution of the Problem of Analytical Design of a Controller on Simulating
Devices / Yu. M. Repin, V. E. Tretyakov // Automation and Telemechanics. - 1963. - 24,
No. 6. - Pp. 738-743.

3. Krasovsky N.N. Approximation of a problem of analytical design of controllers in the
system with delay // J. AMM. - 1964. - V. 28, № 4. - P. 716-725.

4. Repin Y.M The approximate replacement of delay systems of ordinary differential
equations // J. AMM. - 1965. - V. 29, № 2. - P. 226-245.

5. Halanay A. Approximations of delays by ordinary differential equations. Recent advances
in differential equations / A. Halanay. - New York : Academic Press, 1981. - P. 155-197.
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dx

dt
= Ax(t) +Bx(t− 1) (4)

x ∈ Rn, A,B – n× n constant matrixes.

dy0

dt
= Ay0 +Bym,

dyi

dt
+myi = myi−1, i = 1,m, m ∈ N. (5)

It is established that if m→∞ then the solutions of the initial problem (4) are
approximated by the solutions of the Cauchy problem (5) on a finite interval t ∈ [0, T ].
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dx

dt
= X(t, x(t), x(t− τ)),

x(t) = ϕ(t), t ∈ Et0 , (6)

dz0(t)

dt
= X (t, z0, zm) ,

dzi(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, (7)

zi (t0) = ϕ

(
t0 −

iτ

m

)
, i = 0,m.

If the solution of the initial problem (6) satisfies the Lipschitz condition on [t0 − τ, T ], then
the solution of the Cauchy problem (7) approximates this solution∣∣∣∣x(t− jτ

m

)
− zj(t)

∣∣∣∣ ≤ Kτ
√
m
, j = 0,m, t ∈ [t0, T ] , K > 0.
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Про схему наближення елемента запiзнення
При дослiдженнi диференцiальних рiвнянь iз запiзненням

dx(t)

dt
= f (t, x(t), x(t− τ)) , τ > 0 (8)

у випадку досить малого τ розглядають його наближення звичайними
диференцiальними рiвняннями.
Розглянемо наближення елемента запiзнення

y(t) = x(t− τ), t0 ≤ t ≤ T

за допомогою аперiодичної ланки, що задається рiвнянням

τ
dz(t)

dt
+ z(t) = x(t), (9)

де стала τ також як i запiзнення в рiвняннi (8), a x(t) вхiдна функцiя елемента
запiзнення при t ≥ t0. Для встановлення вiдповiдностi мiж елементом запiзнення y(t)
та аперiодичною ланкою z у початковий момент покладемо

z(t0) = y(t0) = x(t0 − τ).

Оцiнимо рiзницю
ε(t) = z(t)− y(t).
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Лема
Нехай вхiдна функцiя x(t) елемента запiзнення диференцiйовна на [t0 − τ, T ] або є
неперервною функцiєю. Тодi мiж aперiодичною ланкою z(t) та елементом запiзнення
y(t) мають мiсце спiввiдношення

|z(t)− y(t)| ≤ τω(x′, τ), (10)

або
|z(t)− y(t)| ≤ 4ω(x, τ), (11)

де ω(x′, τ), ω(x, τ) модулi неперервностi функцiй x′(t), x(t).

Якщо запiзнення τ не є малим, тодi для покращення апроксимацiї розглянемо m ∈ N
елементiв запiзнення, що послiдовно мiж собою зв’язанi та породженi деякою вхiдною
функцiєю x(t)

y1(t) = x
(
t−

τ

m

)
, y2(t) = y1

(
t−

τ

m

)
= x

(
t−

2τ

m

)
, ...,

ym(t) = ym−1

(
t−

τ

m

)
= x (t− τ) .

Будемо припускати, що вхiдна функцiя x(t) є неперервною на [t0 − τ, T ] i її початковий
стан заданий x(t) = ϕ(t), t ∈ [t0 − τ, t0].
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Для вiдповiдної послiдовностi аперiодичних ланок, що вiдповiдають послiдовностi
елементiв запiзнення, розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

τ

m
z′1(t) + z1(t) = x(t),

τ

m
z′j(t) + zj(t) = zj−1(t), j = 2,m, t ∈ [t0, T ]

(12)

з початковими умовами

zj(t0) = yj(t0) = x

(
t0 −

jτ

m

)
, j = 1,m,m ∈ N. (13)

Лема
Нехай вхiдна функцiя x(t) у системi (12) є неперервною на [t0 − τ, T ]. Тодi для
розв’язкiв задачi Кошi (12)–(13) справджуються нерiвностi

|zj(t)− yj(t)| ≤ δ
(

τ
√
m

)
, j = 1,m,

де δ(s) – монотонно зростаюча функцiя та

lim
s→0

δ(s) = 0.
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Класична схема апроксимацiї
Розглянемо початкову задачу для диференцiально-рiзницевого рiвняння iз запiзненням

x′(t) = f
(
t, x(t), x(t− τ)

)
, t ∈ [0, T ], (14)

x(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ, 0], (15)

де x(t) ∈ R, τ > 0, f(t, u, v) — неперервна функцiя, що задовольняє умову Лiпшиця за u
i v, ϕ0(t) – неперервна початкова функцiя.
Наведемо схему наближеної замiни початкової задачi (14)–(15), задачею Кошi для
систем звичайних диференцiальних рiвнянь, яка була запропонована в роботах [3,5] i
розвинена в роботах [6,7,8,9].
Введемо в розгляд m+ 1 функцiї такого вигляду

x

(
t−

iτ

m

)
= yi(t), i = 0, . . . ,m, m ∈ N. (16)

Обмежуючись розкладом у ряд Тейлора

x

(
t−

(i− 1)τ

m

)
= x(t−

iτ

m
+

τ

m
) = x(t−

iτ

m
) +

τ

m
x′(t−

iτ

m
) + . . . , (17)

двома членами дiстанемо рiвнiсть

yi−1(t) = yi(t) +
τ

m
y′i(t).
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У результатi рiвнянню з запiзненням (14) поставимо у вiдповiднiсть систему звичайних
диференцiальних рiвнянь

y′0(t) = f
(
t, y0(t), ym(t)

)
,

y′i(t) =
m

τ

(
yi−1(t)− yi(t)

)
, i = 1, . . . ,m.

(18)

Вiдповiднi початковi умови для системи (18) можна задати у виглядi

yi(0) = ϕ0

(
−
iτ

m

)
, i = 0, . . . ,m. (19)

У припущеннi, що розв’язок початкової задачi (14)–(15) задовольняє умову Лiпшиця
на вiдрiзку [−τ, T ], встановлено [4], що розв’язок задачi Кошi (18)–(19) апроксимує
розв’язок початкової задачi i справджуються нерiвнiстi∣∣x(t− iτ

m

)
− yi(t)

∣∣ ≤ Kτ
√
m
, i = 0, . . . ,m, t ∈ [0, T ], K > 0. (20)

Дослiдження схем апроксимацiї диференцiальних рiвнянь iз запiзненням в просторi
неперервних функцiй на скiнченному iнтервалi здiйснено в роботах [6,7,8]. У цьому
випадку встановлено, що розв’язок задачi Кошi (18)–(19) апроксимує розв’язок
початкової задачi (14)–(15) i справджуються нерiвнiстi∣∣x(t− iτ

m

)
− yi(t)

∣∣ ≤ β(ω(x,
τ

m
)
)
, i = 0, . . . ,m, t ∈ [0, T ], (21)

де функцiя β(δ)→ 0 при δ → 0, ω
(
x, τ
m

)
— модуль неперервностi розв’язку початкової

задачi (14)–(15) на [−τ, T ].
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Зауваження
За теоремою Кантора–Гейне про рiвномiрну неперервнiсть ω(x, τ

m
)→ 0 при m→∞.

Отже, при великих m розв’язок задачi Кошi (18)–(19) наближає розв’язок
початкової задачi (14)–(15).

Зауваження
Для початкової задачi з багатьма запiзненнями

x′(t) = f
(
t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp)

)
, t ∈ [0, T ], (22)

x(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ, 0], (23)

де 0 < τ1 < · · · < τp = τ , p ≥ 1 апроксимуюча задача Кошi для системи звичайних
диференцiальних рiвнянь має вигляд [6]

y′0(t) = f
(
t, y0(t), y`1 (t), . . . , y`p (t)

)
, `i =

[mτi
τ

]
, (24)

y′i(t) =
m

τ

(
yi−1(t)− yi(t)

)
, i = 1, . . . ,m, t ∈ [0, T ],

yi(0) = ϕ0

(
−
iτ

m

)
, i = 0, . . . ,m.

(25)
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Зауваження
Апроксимуюча система звичайних диференцiальних рiвнянь (18) при великих m є
сингулярно збуреною, її вiдносять до класу жорстких задач для яких потрiбно
використовавати спецiальнi жорстко стiйкi рiзницевi схеми.
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Схема апроксимацiї пiдвищеної точностi
Припустимо, що для початкової задачi (14)–(15) справедливi такi додатковi умови:

A) функцiя f(t, u, v) задовiльняє умову Лiпшиця:

|f(t1, u1, v1)−f(t2, u2, v2)| ≤ L1

(
|t1−t2|+|u1−u2|+|v1−v2|

)
, L1 > 0, t1, t2 ∈ [0, T ], (26)

B) початкова функцiя ϕ0(t) диференцiйовна при t ∈ [−τ, 0] похiдна якої задовiльняє
умову Лiпшиця:

|ϕ0(t1)− ϕ0(t2)| ≤ L0 |t1 − t2|, L0 > 0, t1, t2 ∈ [−τ, 0], (27)

C) має мiсце умова склейки

ϕ′0(0) = f
(
0, ϕ0(0), ϕ0(−τ)

)
. (28)

Лема
Нехай справджуються умови A–C. Тодi розв’язок x(t) початкової задачi (14)–(15)
неперервно диференцiйовний на [τ, T ] i x′(t) задовольняє умову Лiпшиця

|x′(t1)− x′(t2)| ≤ L2 |t1 − t2|, L2 > 0, t1, t2 ∈ [−τ, T ]. (29)
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Апроксимацiя диференцiального рiвняння (14) системою звичайних диференцiальних
рiвнянь (18) базується на використаннi послiдовностi з’єднаних аперiодичних елементiв
(16), що здiйснюють зсув на величину τ/m та обмежуючись в розкладi у ряд Тейлора
двома членами.

Розглянемо розклад за формулою Тейлора:

yi−1(t) = yi(t) +
τ

m
y′i(t) +

1

2

( τ
m

)2
y′′i (t) + . . .

обмежуючись трьома членами розкладу [7,9].

Поставимо у вiдповiднiсть початковiй задачi (14)–(15) задачу Кошi для системи
звичайних диференцiйованих рiвнянь:

y′0(t) = f(t, y0, ym),

y′j−1(t) =
1

2

( τ
m

)2
y′′i (t) +

τ

m
y′j(t) + yi(t), j = 1, . . . ,m,

(30)

з початковими умовами

y0(0) = ϕ0(0), yj(0) = ϕ

(
−
jτ

m

)
, y′j(0) = ϕ′

(
−
jτ

m

)
, j = 1, . . . ,m. (31)
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Теорема
Якщо для початкової задачi (14)–(15) справджуються умови A–C, тодi її розв’язок
x(t) рiвномiрно наближається функцiєю y0(t), що визначається з апроксимуючої
системи (30)–(31), на довiльному скiнченному iнтервалi [0, T ] i справджується
нерiвнiсть

max
0≤s≤t

|x(s)− y0(s)| ≤
A

m

(
e2L1t − 1

)
. (32)

Зауваження
Схему апроксимацiї (30)–(31) початкової задачi (14)–(15) називають схемою
пiдвищеної точностi.
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Числове моделювання
Для моделювання початкових задач iз запiзненням за допомогою наведених
алгоритмiв розроблено прикладне програмне забезпечення на мовi програмування
TypeScript, з використанням Taiwind для побудови вiзуального каркасу та chart.js для
побудови графiкiв [10].

Рис. 1: Вигляд додатку пiсля запуску (злiва) та в процесi взаємодiї (справа)
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Прикладне програмне забезпечення складається з двох частин:
математичний пакет – набiр програмно реалiзованих алгоритмiв для
моделювання початкових задач iз запiзненнями,
iнтерактивний вебiнтерфейс – вебсторiнка, яка дозволяє якiсно взаємодiяти iз
математичним пакетом, задавати необхiднi вхiднi параметри та отримувати
результати роботи у виглядi графiкiв та таблиць.

Взаємодiя iз додатком вiдбувається за принципом зверху вниз. Спочатку необхiдно
задати вхiднi параметри початкової задачi, або ж вибрати один iз прикладiв, що вже
попередньо заданi на етапi розробки. Для початку числового моделювання необхiдно
також задати потрiбнi параметри обчислень: розмiрнiсть m та крок виводу результатiв
h. Натиснувши кнопку Розв’язати одержимо результати моделювання у виглядi
таблиць та графiкiв.
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Приклад. Розглянемо початкову задачу для диференцiально-функцiонального
рiвняння з вiдхиленим аргументом:

x′(t) = x(t) + x(t− 1)− t, (33)

x(t) = 1, t ∈ [−1, 0]. (34)

За допомогою методу крокiв отримаємо xT (t) точний розв’язок початкової задачi
(33)–(34) на вiдрiзку [0, 2]:

xT (t) =

{
et + t, t ∈ [0, 1],
et + (t− 1)et−1 + 1, t ∈ [1, 2].

(35)

Результати числових експерементiв для знаходження наближеного розв’язку xn(t),
значення точного розв’язку xT (t) та абсолютнi i вiдностi похибки наведенi в таблицях.
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Табл. 1: Результати числових експерементiв для класичної схеми апроксимацiї

t xT (t) xn(t) ∆ δ
0 1.00000 1.00000 0 0.00%
0.5 2.14872 2.15927 0.01055 0.49%
1 3.71828 3.78329 0.06501 1.75%
1.5 6.30605 6.52536 0.21931 3.48%
2 11.10734 11.62828 0.52094 4.69%

Табл. 2: Результати числових експерементiв для схеми апроксимацiї пiдвищеної
точностi

t xT (t) xn(t) ∆ δ
0 1.00000 1.00000 0 0.00%
0.5 2.14872 2.14882 0.00010 0.00%
1 3.71828 3.71869 0.00041 0.01%
1.5 6.30605 6.30752 0.00147 0.02%
2 11.10734 11.11148 0.00414 0.04%

Аналiз числових експерементiв що наведенi в таблицях 1, 2 показує, що похибка схеми
пiдвищеної точностi значно краща нiж похибка класичної схеми, що пiдтверджує
теоретичнi результати точностi апроксимацiї (20), (32).
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