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Передумови розроблення теорiї iмпульсних систем.
Модель годинника з ударами

Математичний маятник з лiнiйним тертям:

φ̈+ 2εφ̇+ sinφ = 0.

Лiнеаризацiя: sinφ ∼ φ, |φ| ≪ 1

φ̈+ 2εφ̇+ φ = 0

Задача Кошi: φ(0) = 0, φ̇(0) = x. Перехiд до еквiвален-
тної задачi {

φ̇ = ω, φ(0) = 0;

ω̇ = −φ− 2εω, ω(0) = x > 0.



Розв’язок{
φ(t; x) = e−εt x√

1−ε2
sin

(
t
√
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ω(t; x) = e−εtx cos
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)
− εe−εt x√
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sin

(
t
√
1− ε2

)
.

Перший пiсля t0 = 0 момент, коли φ = 0: t1 = π√
1−ε2

.
Кутова швидкiсть в цей момент:

ω

(
π√

1− ε2
; x

)
= −x exp

(
− επ√

1− ε2

)
:= −θx.

Зменшення модуля початкової швидкостi на пiвперiодi внаслi-
док дисипацiї енергiї

ω 7→ f0(ω) := −θω.



“Удар“ ⇒ iмпульсне поповнення енергiї ⇒iмпульс швидкостi

ω
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+ h2 = θ2x2 + h2;

ω 7→ f−(ω) := −
√

ω2 + h2;

ω

(
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1− ε2
+ 0; x

)
= f− ◦ f0(x) = −

√
θ2x2 + h2.

Наступний момент, коли φ = 0, та кутова швидкiсть в цей
момент

ω

(
2π√
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; x

)
= f0 ◦ f− ◦ f0(x) = θ

√
θ2x2 + h2;

ω 7→ f+(ω) =
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Iмпульсний прирiст швидкостi внаслiдок „удару“

ω
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+ 0; x

)
= f+ ◦ f0 ◦ f− ◦ f0(x) =

=
√

θ2 (θ2x2 + h2) + h2

Виникає вiдображення

R+ ∋ x 7→ f(x) =
√
θ4x2 + (1 + θ2)h2 ∈ R+.

Нерухома точка

f(x) = x ⇔
√
θ4x2 + (1 + θ2)h2 = x.

x∗ =
h
√
1 + θ2√
1− θ4

.



Рис. 0.1. Iснування та стiйкiсть розривного циклу. Дiагра-
ма Ламерi

Нерухомiй точцi вiдповiдає розривний цикл



Рис. 0.2. Розривний цикл



Дослiдження нелiнiйних коливань маятника малої амплiтуди:

sinφ = φ− φ3

3!
+O(φ5)

Масштабне перетворення φ →
√
εφ:

φ̈+ φ = ε

[
φ3

3!
+ 2φ̇

]
+O(ε2) =: εf(φ, φ̇, ε) (1)

Дослiдження коливань маятника в потенцiальнiй ямi: перехiд
до рiвняння стандартного за Боголюбовим вигляду шляхом
уведення координат „дiя–кут“ (a, θ mod 2π), де a вiдповiдає
за „енергетичний номер“ замкненої фазової кривої, θ – куто-
ва змiнна.{

ȧ = εA(a, θ, ε),

θ̇ = ν(a) + εB(a, θ, ε),

da

dθ
= ε

A(a, θ, ε)

ν(a)
+O

(
ε2
)
. (2)



Потреба розроблення асимптотичних методiв дослiдження ко-
ливань систем вигляду (1), (2), якi пiдлягають iмпульснiй дiї.



Опис системи з iмпульсним впливом
(спрощений варiант)

1) Система ЗДР

ẋ = f(t, x), (3)

де f(·, ·) ∈ C (R× G 7→Rn) така, що (3) задовольняє умови iсну-
вання i єдиностi розв’язку задачi Кошi:

∀ (t0, x0) ∈ R× G ∃χ (·; t0, x0) : [t0,∞) 7→ G, χ (t0; t0, x0) = x0;

2) замкнена множина iмпульсного впливу S ⊂ R × G та
вiдображення iмпульсного впливу

F (·, ·) : S 7→ G.
[Додаткове припущення: кожна точка множини S є то-

чкою строгого виходу з цiєї множини вiдносно системи (3).]



Для заданих початкових значень (t0, x0) визначаємо
розв’язок:

x(t) := χ(t; t0, x0) ∀t ∈ [t0, t1),

t1 := sup {τ > t0 : (t, x(t)) ̸∈ S ∀t ∈ (t0, τ)} ,
t1 < ∞ : x (t1) = x+1 := F (t1, χ (t1; t0, x0)) .

Iндуктивно, якщо i > 0, ti < ∞, то покладаємо

x(t) := χ
(
t; ti, x

+
i

)
∀t ∈ [ti, ti+1),

ti+1 := sup {τ > ti : (t, x(t)) ̸∈ S ∀t ∈ (ti, τ)} ,
ti+1 < ∞ : x (ti+1) := x+i+1 := F

(
ti+1, χ

(
ti+1; ti, x

+
i

))
.



.

Стандартний запис:

ẋ = f (t, x) , (t, x) ̸∈ S ;

∆x
∣∣∣
(t,x)∈S

= F (t, x)− x =: I(t, x).

.



Асимптотичнi методи для iмпульсних систем
нелiнiйної механiки

Cистема з фiксованими моментами iмпульсiв

Cистема з нефiксованими моментами iмпульсiв



Замiна змiнних (x, ẋ) → (a, φ)



Перетворення першого наближення



Метод усереднення
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Samŏılenko, A. M.; Perestyuk, N. A. On the stability of
solutions of systems with impulse action.Differentsialnye Uravneni-
ya17(1981), no.11, 1995–2001, 2110.

Perestyuk, N.A. , Chernikova, O.S. A contribution to the
stability problem for solutions of systems of differential equati-
ons with impulses Ukrainian Mathematical Journal, 1984, 36(2),
pp. 171–176



Akhmetov, M.U. , Perestyuk, N.A. Stability of periodic soluti-
ons of differential equations with impulse action on surfaces Ukrai-
nian Mathematical Journal, 1989, 41(12), pp. 1368–1372

Dudzyanyi, S.I. , Perestyuk, N.A. On the stability of a tri-
vial invariant torus of one class of impulsive systems Ukrainian
Mathematical Journal, 1998, 50(3), pp. 387–399.

Perestyuk, M.O. , Chernikova, O.S. On stability of integral
sets of impulsive differential systems Ukrainian Mathematical
Journal, 2002, 54(2), pp. 306–315

Perestyuk, M.O. , Chernikova, O.S. Some modern aspects
of the theory of impulsive differential equations Ukrainian
Mathematical Journal, 2008, 60(1), pp. 91–107
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Samŏılenko, A. M.; Perestjuk, N. A. Periodic solutions of
weakly nonlinear systems with impulse action.Differencial’nye
Uravnenija14(1978), no.6, 1034–1045, 1149.

Samoilenko, A.M. , Perestyuk, N.A. Periodic and almost-
periodic solutions of impulsive differential equations Ukrainian
Mathematical Journal, 1982, 34(1), pp. 55–61

Akhmetov, M.U. , Perestyuk, N.A. Almost-periodic soluti-
ons of one class of systems with impulses Ukrainian Mathematical
Journal, 1984, 36(4), pp. 397–401

Akhmetov, M.U. , Perestyuk, N.A. Almost-periodic soluti-
ons of nonlinear impulse systems Ukrainian Mathematical Journal,
1989, 41(3), pp. 259–263

Akhmetov, M.U. , Perestyuk, N.A. Periodic solutions of quasi-
linear impulse systems in the critical case Ukrainian Mathematical
Journal, 1991, 43(4), pp. 273–279



Samoilenko, A.M. , Perestyuk, N.A. , Trofimchuk, S.I.
Generalized solutions of impulse systems and the phenomenon
of pulsations Ukrainian Mathematical Journal, 1991, 43(5), pp.
610–615

Akhmetov, M.U. , Perestyuk, N.A. Periodic and almost peri-
odic solutions of strongly nonlinear impulsive systems. Prikladnaya
Matematika i Mekhanika, 1992, 56(6), pp. 926–934

Akhmetov, M. U.; Perestyuk, N. A. Periodic and almost
periodic solutions of strongly nonlinear impulse systems.Prikl.
Mat. Mekh.56(1992), no.6, 926–934; translation in J. Appl. Math.
Mech.56(1992), no.6, 829–837.

Perestyuk, N.A. , Slyusarchuk, V.E. Periodic solutions of
nonlinear differential equations with pulse influence in a banach
space Ukrainian Mathematical Journal, 1995, 47(3), pp. 430–442



Теорiя iнтегральних множин iмпульсних систем
Нелiнiйне розширення iмпульсної динамiчної системи на

торi

Тут множина Γ є гiперповерхнею на торi i визначається
рiвнянням Φ (φ) = 0.

Позначимо через {φt(φ)} потiк на торi, породжений пер-
шим рiвнянням системи.

Нехай {ti(φ)} – послiдовнiсть, утворена розв’язками рiв-
няння вiдносно t

Φ (φt(φ)) = 0.
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