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Вступ

Теорiя динамiчних систем — це галузь математичної науки, яка вивчає
питання аналiзу систем, параметри яких змiнюються в часi. Ця математи-
чна дисциплiна, є природним узагальненням дослiджень в класичнiй меха-
нiцi та диференцiальних рiвняннях.

Динамiчнi системи дiляться на два типи — неперервнi та дискретнi. Пер-
шi описують еволюцiю моделi в залежностi вiд неперервного часу i зада-
ються, як правило, диференцiальними рiвняннями. Такi системи широко
використовуються в науцi i прикладних дослiдженнях, тому ми придiлимо
основну увагу саме їм.

Курс ”Вибранi питання теорiї динамiчних систем” є складовою освiтньої
програми пiдготовки фахiвцiв за освiтнiм рiвнем ”бакалавр” галузi знань 11
(E7) Математика та статистика зi спецiальностi 111 Математика освiтньої
програми ”Математика”. Конспект лекцiй з курсу ”Вибранi питання теорiї
динамiчних систем” присвячений вивченню пiдходiв до аналiзу поведiнки
динамiчних систем, що описуються системами диференцiальних рiвнянь.

Курс охоплює теми, необхiднi для чiткого розумiння якiсної теорiї зви-
чайних диференцiальних рiвнянь i поняття динамiчної системи. Вiн почи-
нається з вивчення лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, при цьому
запропоновано ефективний метод розв’язання лiнiйних систем довiльної
розмiрностi. Основна ж частина курсу присвячена вивченню нелiнiйних
систем диференцiальних рiвнянь i динамiчних систем, породжених ними.
Оскiльки бiльшiсть нелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь розв’язати
неможливо, основна увага зосереджена на якiсному та геометричному ана-
лiзi нелiнiйних динамiчних систем. Зокрема, представлено локальну тео-
рiю, що включає такi вiдомi результати, як теорема про стiйкий многовид
та теорема Гробмана – Хартмана.

Лекцiйний матерiал згрупований за темами, кожнiй з яких присвячена
певна кiлькiсть занять. Логiчний перехiд мiж темами є природним i послi-
довним. Викладений теоретичний матерiал проiлюстрований значною кiль-
кiстю прикладiв. Також наведена певна кiлькiсть завдань для самостiйного
виконання студентами, метою яких є краще засвоєння теоретичного мате-
рiалу шляхом його безпосереднього застосування до практичних задач.

Конспект лекцiй з курсу ”Вибранi питання теорiї динамiчних систем”
є корисним додатковим джерелом для студентiв при засвоєннi матерiалу
курсу, а також для всiх читачiв, бажаючих познайомитися з основами те-
орiї динамiчних систем, породжених диференцiальними рiвняннями та їх
системами.
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Тема 1. Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь та найпро-
стiшi динамiчнi системи

Розглянемо лiнiйну систему диференцiальних рiвнянь зi сталою матри-
цею

ẋ = Ax (1)

вiдносно невiдомої вектор-функцiї x(t) =

 x1(t)
...

xn(t)

 ∈ Rn скалярного ар-

гумента t ∈ R, A – дiйснозначна матриця n× n, ẋ =
dx

dt
=

 dx1

dt...
dxn

dt

 .

У випадку n = 1 приходимо до скалярного рiвняння

ẋ = ax, a ∈ R,

розв’язок якого для будь-якого t ∈ R має вигляд x(t) = ceat, де c = x(0) ∈
∈ R – початкове дане. Фазовим простором у цьому випадку є пряма R.
Таким чином, множина всiх розв’язкiв скалярного рiвняння породжує вi-
дображення

φ(t, c) = ceat.

Вiдображення φ : R×R → R задає динамiчну систему , що породжена
скалярним рiвнянням ẋ = ax.

Для n = 2 розглянемо, наприклад, таку систему{
ẋ1 = −x1,
ẋ2 = 2x2.

Тут фазовий вектор x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
, A =

(
−1 0
0 2

)
= diag[−1, 2] –

дiагональна матриця. Оскiльки матриця системи дiагональна, то система
розщеплюється на два окремi скалярнi рiвняння, а отже, її розв’язок має
вигляд {

x1(t) = c1e
−t,

x2(t) = c2e
2t;

де c =
(
c1
c2

)
= x(0) ∈ R2 – вектор початкових даних. Звiдси у векторному

виглядi отримуємо формулу

x(t) =

(
e−t 0
0 e2t

)
c.
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У цьому прикладi у нас фазовий простiр (phase space) – це R2, x(t) ∈
∈ R2 – фазова точка (phase point). У цьому курсi нас цiкавитиме по-
ведiнка розв’язкiв системи, тобто як рухається фазова точка у фазовому
просторi. Тодi динамiчна система, породжена заданою системою диферен-
цiальних рiвнянь, має вигляд

φ(t, c) =

(
e−t 0
0 e2t

)
c.

Точка c̄ =

(
0
0

)
є положенням рiвноваги (equilibrium point) отри-

маної динамiчної системи, тобто точкою, що залишається незмiнною пiд
дiєю динамiчної системи

∀ t φ(t, c̄) = c̄.

Пiд фазовим портретом динамiчної системи будемо розумiти мно-
жину всiх траєкторiй у фазовому просторi динамiчної системи з указаним
напрямом руху вздовж траєкторiї.

Оскiльки для нашої системи{
x21(t) = c21e

−2t,

x2(t) = c2e
2t;

то x21 · x2 = c21 · c2 = K = const, тобто фазовi траєкторiї мають вигляд

гiпербол x2 =
K

x21
. Крiм того, до фазових траєкторiй належать координатнi

пiвосi. Дiйсно, якщо c1 = 0, то розв’язком системи буде{
x1(t) = 0,
x2(t) = c2e

2t.

Фазова точка цього розв’язку належить осi 0x2, причому вона вiддаляється
вiд початку координат (0, 0) при t → ∞. Аналогiчно при c2 = 0 фазова
траєкторiя {

x1(t) = c1e
−t,

x2(t) = 0;

належить осi 0x1 та наближається до початку координат (0, 0) при t→ ∞.

Враховуючи, що рух по гiперболам узгоджений з рухом вздовж координа-
тних осей, отримуємо повний фазовий портрет, зображений на Рис. 1.

З Рис. 1 бачимо, що завжди x1(t) → 0 при t→ ∞.
Введемо важливий для подальших дослiджень об’єкт.

Для початкових даних вигляду
(
c1
0

)
, що належать осi 0x1, фазо-

ва точка
(
x1(t)
x2(t)

)
також буде належити осi 0x1 (це означає iнварiант-
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Рис. 1

нiсть) i, крiм того, ця фазова точка прямуватиме до положення рiвноваги(
x1(t)
x2(t)

)
→
(

0
0

)
при t → ∞. Якщо спостерiгається така поведiнка, що

ми можемо видiлити множину в фазовому просторi, яка є iнварiантною
(тобто якщо точка стартувала в цiй множинi, то вона в нiй i залишається)
i при цьому кожна фазова траєкторiя, що стартує з цiєї множини, наближа-
ється до положення рiвноваги, то ця множина буде називатися стiйким
пiдпростором (стiйким многовидом у випадку нелiнiйної системи).

Для прикладу, фазовий портрет якого зображено на Рис. 1, вiсь 0x1 є
стiйким пiдпростором.

Аналогiчно для початкових даних вигляду
(

0
c2

)
, що належать осi 0x2,

фазова точка
(
x1(t)
x2(t)

)
також буде належити осi 0x2, але тепер ця фазова

точка вiддалятиметься вiд положення рiвноваги при t → ∞, або, що те

саме, прямуватиме до положення рiвноваги
(
x1(t)
x2(t)

)
→
(

0
0

)
при t →

→ −∞. Вiдповiдно вiсь 0x2 є нестiйким пiдпростором.
Якщо тепер розглянути загальний n-вимiрний випадок з дiагональною

матрицею

A = diag[λ1, . . . , λn] =

 λ1 0 0

0 . . . 0
0 0 λn

 ,

то динамiчна система, що попроджується системою лiнiйних диференцi-
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альних рiвнянь
ẋ = Ax,

задається вiдображенням φ : R× Rn → Rn, яке дiє за правилом

φ(t, c) = diag[eλ1t, . . . , eλnt] · c,

де c = x(0) ∈ Rn – вектор початкових даних.

Завдання 1. Знайти загальний розв’язок системи диференцiальних рiв-
нянь, виписати оператор φ, який визначає вiдповiдну динамiчнi систему,
та схематично зобразити поведiнку розв’язкiв

1)


ẋ1 = 2x1,
ẋ2 = x2
ẋ3 = −x3;

2)


ẋ1 = −x1,
ẋ2 = 2x2
ẋ3 = x3;

3)


ẋ1 = x1,

ẋ2 = −3x2
ẋ3 = −x3;

4)


ẋ1 = −x2,
ẋ2 = 2x1
ẋ3 = x3;

5)


ẋ1 = −x1 + x2,

ẋ2 = −x2
ẋ3 = x3;

6)


ẋ1 = x1,

ẋ2 = 2x2,
ẋ3 = x3;

7)


ẋ1 = −x1,
ẋ2 = −x2,
ẋ3 = x3;

8)


ẋ1 = −2x1,
ẋ2 = x2,

ẋ3 = x3;

9)


ẋ1 = −x2,
ẋ2 = x1,

ẋ3 = −x3;

10)


ẋ1 = x1 − x2,

ẋ2 = x2,

ẋ3 = −x3;

11)


ẋ1 = −x1,
ẋ2 = −x1 + x2,
ẋ3 = x3;

12)


ẋ1 = x1,
ẋ2 = 2x1 + x2,

ẋ3 = −x3.
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Тема 2. Лiнiйнi динамiчнi системи та експонента матрицi

Ми вже з’ясували, що для дiагональної матрицi

A = diag[λ1, . . . , λn] =

 λ1 0 0

0 . . . 0
0 0 λn


динамiчна система, що породжується системою лiнiйних диференцiальних
рiвнянь з матрицею A

ẋ = Ax (2)

має вигляд
φ(t, c) = diag[eλ1t, . . . , eλnt] · c,

де c = x(0) ∈ Rn – вектор початкових даних.
Таким чином, динамiчна система задає вiдображення

φ : R× Rn → Rn,

яке кожному значенню часового параметру t ∈ R i кожному початково-
му даному c ∈ R ставить у вiдповiднiсть значення розв’язку системи, що
стартує з початкових даних c, у момент часу t.

Тепер розглянемо випадок, коли матриця A не є дiагональною, i проце-
дуру дiагоналiзацiї, якщо вона можлива.

Нам знадобиться таке твердження з курсу лiнiйної алгебри

Твердження 1 (про дiагоналiзацiю матрицi, власнi числа якої
є дiйсними та простими). Якщо власнi числа (eigenvalues) λ1, . . . , λn
матрицi A дiйснi та рiзнi, то набiр вiдповiдних власних векторiв (ei-
genvectors) v1, . . . , vn формує базис в Rn, при цьому матриця P =
= [v1, . . . , vn], стовчиками якої є власнi вектори, є невиродженою та

P−1AP = diag[λ1, . . . , λn].

Отже, за виконання умов твердження, тобто якщо власнi числа матри-
цi A є дiйсними та рiзними, система (2) лiнiйною замiною зводиться до
дiагонального вигляду. Дiйсно, виконуючи замiну

y = P−1x ⇔ x = Py,

отримуємо систему

ẏ = P−1ẋ = P−1Ax = P−1APy

з дiагональною матрицею P−1AP :

ẏ = diag[λ1, . . . , λn]y,
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для якої розв’язок нам вже вiдомий:

y(t) = diag[eλ1t, . . . , eλnt]y(0).

Далi, повертаючись до змiнної x, знаходимо

x(t) = Py(t) = P · diag[eλ1t, . . . , eλnt] · P−1x(0).

Таким чином, ми одержали формулу для динамiчної системи, породже-
ної лiнiйною системою (1), якщо власнi числа матрицi цiєї системи дiйснi
та рiзнi

φ(t, c) = P · diag[eλ1t, . . . , eλnt] · P−1c.

Приклад 1. Розглянемо систему{
ẋ1 = x1 − 3x2,
ẋ2 = 2x2.

Матриця цiєї системи

A =

(
−1 −3
0 2

)
має власнi числа λ1 = −1, λ2 = 2. Знаходимо власнi вектори

λ1 = −1 : (A− λ1E)v = 0 ⇔
(

0 −3
0 3

)
v = 0 ⇒ v1 =

(
1
0

)
;

λ2 = 2 : (A− λ2E)v = 0 ⇔
(

−3 −3
0 0

)
v = 0 ⇒ v2 =

(
−1
1

)
.

Далi записуємо матрицю переходу та шукаємо обернену до неї

P =

(
1 −1
0 1

)
, P−1 =

(
1 1
0 1

)
.

Тодi замiна, яка зведе нашу систему до дiагонального вигляду(
y1
y2

)
=

(
1 1
0 1

)(
x1
x2

)
,

i в змiнних y1, y2 система набуває дiагонального вигляду{
ẏ1 = −y1,
ẏ2 = 2y2.

Отже, {
y1(t) = e−ty1(0),
y2(t) = e2ty2(0);

i ми можемо побудувати фазовий портрет у змiнних y1, y2 – Рис. 2 Тодi
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Рис. 2

вихiдна динамiчна системи знаходиться за формулами

x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
1 −1
0 1

)(
e−t 0
0 e2t

)(
1 1
0 1

)
x(0),

тобто динамiчна система φ : R× R2 → R2 має вигляд:

φ(t, c) =

(
e−t e−t − e2t

0 e2t

)
c.

Зазначимо, що φ(t, 0) = 0, тобто 0 – положення рiвноваги.
Зобразимо фазовий портрет у змiнних x1, x2.

Траєкторiї, що вiдповiдають початковим значенням
(
c1
0

)
i
(

0
c2

)
про-

ходитимуть вздовж векторiв v1 i v2 вiдповiдно та слугуватимуть асимпто-
тами для iнших траєкторiй типу гiпербол – Рис. 3.

Вiсь 0x1 є iнварiантною множиною – стiйким пiдпростором, тобто будь-
яка точка (окрiм положення рiвноваги 0), що розташована на осi 0x1 пiд
дiєю динамiчної системи здiйснюватиме рух вздовж цiєї осi, прямуючи до
точки 0 при t→ +∞.

Пряма x2 = −x1 є iнварiантною множиною – нестiйким пiдпростором,
тобто будь-яка точка (окрiм положення рiвноваги 0), що розташована на
прямiй x2 = −x1 пiд дiєю динамiчної системи здiйснюватиме рух вздовж
цiєї прямої, вiддаляючись вiд точки 0 при t → +∞ або, що те саме, пря-
муючи до точки 0 при t→ −∞.

Поняття стiйкого та нестiйкого пiдпростору можна розширити на n-
випадок.
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Рис. 3

Означення 1. Нехай матриця A розмiрностi n×n має k вiд’ємних влас-
них чисел λ1, . . . , λk < 0 та n−k додiтних власних чисел λk+1, . . . , λn > 0.
Нехай також цi власнi числа простi та їм вiдповiдають власнi векто-
ри v1, . . . , vn. Тодi стiйкий i нестiйкий пiдпростори (stable and
unstable spaces) для вiдповiдної лiнiйної системи диференцiальних рiв-
нянь (2) визначаються рiвностями

Es = Span{v1, . . . , vk},

Eu = Span{vk+1, . . . , vn},
де Span{v1, . . . , vk} – лiнiйна оболонка векторiв v1, . . . , vk, тобто пiдпро-
стiр, який складається з усiх лiнiйних комбiнацiй цих векторiв.

Неважко зрозумiти, що для довiльного початкового значення c ∈ Es при
кожному t : φ(t, c) ∈ Es i, крiм того,

φ(t, c) → 0, t→ +∞.

Аналогiчно для довiльного початкового значення c ∈ Eu при кожному t :
φ(t, c) ∈ Eu i, крiм того,

φ(t, c) → 0, t→ −∞.

Перейдемо до поняття експоненти матрицi.

Для вектора x =

 x1
· · ·
xn.

 ∈ Rn будемо використовувати евклiдову нор-

му (Euclidian norm):

∥x∥ =
√
x21 + . . .+ x2n.
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Тодi для n × n-матриць B = ((bi,j))
n
i,j=1 вiдповiдна норма визначається

рiвнiстю

∥B∥ =

√√√√ n∑
i,j=1

b2i,j.

Введена таким чином норма матриць задовольняє аксiоми норми та iннi
властивостi:

1) ∥B∥ ≥ 0 та ∥B∥ = 0 ⇔ B = 0;

2) ∥αB∥ = |α|∥B∥ для довiльного α ∈ R;

3) ∥B1 +B2∥ ≤ ∥B1∥+ ∥B2∥;

4) ∀x ∈ Rn ∥Bx∥ ≤ ∥B∥ · ∥x∥;

5) ∥B · C∥ ≤ ∥B∥ · ∥C∥, зокрема, ∥Bk∥ ≤ ∥B∥k для довiльного k.

Крiм того, ми можемо ввести поняття збiжностi матриць:

Bn → B, якщо ∥Bn −B∥ → 0.

У нашому випадку (тобто для матриць n × n iз введеною нормою) збi-
жнiсть матриць еквiвалентна покомпонентнi збiжностi:

Bn → B ⇔ b
(n)
ij → bij ∀i, j = 1, n.

Лема 1. Ряд (series)
∞∑
k=0

Bk · tk

k!

збiгається абсолютно та рiвномiрно на вiдрiзку |t| ≤ T для довiльного T

(тобто
N∑
k=0

Bk · tk

k!
збiгається рiвномiрно на |t| ≤ T до деякої матрицi при

T → ∞).

Доведення. Оскiльки

∥∥∥∥Bktk

k!

∥∥∥∥ ≤ ∥Bk∥ · |t|k

k!
≤

(
∥Bk∥ · T

)k
k!

та числовий ряд
N∑
k=0

(∥B∥k · T )k

k!
збiжний, то вихiдний ряд збiгається за

ознакою Веєрштрасса (Weierstrass M-test).
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Означення 2. Матриця

eB :=
∞∑
k=0

Bk

k!

називається експонентою матрицi (matrix exponential)

Вiдповiдно

eBt =
∞∑
k=0

Bk · tk

k!
.

Властивостi експоненти:

1) Якщо B = diag[b1, . . . , bn], то eB = diag[eb1, . . . , ebn].

2) Для довiльної матрицi B вiрна оцiнка ∥eB∥ ≤ e∥B∥.

3) Якщо для деякої невиродженої матрицi P : матрицi A та B пов’язанi
спiввiдношенням B = PAP−1, то eB = PeAP−1.

4) Якщо матрицi A та B комутують, тобто AB = BA, то eA+B = eA · eB.

5) Для довiльної матрицi B матриця eB невироджена та
(
eB
)−1

= e−B.

6) Кожна матриця комутує зi своєю експонентою, тобто AeA = eA · A.

Теорема 1 (Основна теорема теорiї лiнiйних динамiчних систем). Нехай
A – це n × n-матриця. Тодi для будь-якого x0 ∈ Rn задача Кошi (initial
value problem, рiдше Cauchy problem){

ẋ = Ax,

x(0) = x0;
(3)

має єдиний розв’язок
x(t) = eAtx0.

Наслiдок 1. Загальна форма лiнiйної динамiчної системи, породженої
системою (2):

φ(t, c) = eAt · c.

Доведення. Для початку покажемо диференцiйовнiсть експоненти матрицi
eAt по t.

Оскiльки eA(t+h) = eAt · eht, то за означенням похiдної

d

dt
eAt = lim

h→0

eA(t+h) − eAt

h
= eAt · lim

h→0

eAh − I

h
,
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де I = diag[1, . . . , 1] – одинична матриця. Далi, враховуючи означення eAh,
маємо

d

dt
eAt = eAt · lim

h→0
lim
k→∞

(
A+

A2h

2!
+ . . .+

Ak · hk−1

k!

)
.

Оскiльки ряд, за допомогою якого визначена експонента матрицi абсолют-
но та рiвномiрно збiжний, наприклад, при |h| ≤ 1, то ми можемо помiняти
границi мiсцями та знайти границю при h→ 0 :

d

dt
eAt = eAt · lim

k→∞
lim
h→0

(
A+

A2h

2!
+ . . .+

Ak · hk−1

k!

)
= eAt · A = AeAt,

вiдповiдно до властивостi 6) експоненти матрицi.
Таким чином, ми показали, що

d

dt
eAt = AeAt.

Тодi для функцiї x(t) = eAt · x0 маємо
dx

dt
=

d

dt
eAt · x0 = AeAt · x0 = Ax(t),

тобто x(t) задовольняє систему. Крiм того, x(t) також задовольняє поча-
ткову умову

x(0) = I · x0 = x0.

Отже, x(t) = eAt · x0 – розв’язок (3).
Для доведення єдиностi вiзьмемо будь-який розв’язок задачi Кошi (3)

x = x(t) i покладемо
y(t) = e−At · x(t).

Тодi
d

dt
y(t) = −Ae−At · x(t) + e−At · dx

dt
= −Ae−At · x(t) + e−At · Ax(t) ≡ 0.

Звiдси y(t) ≡ const, тобто y(t) ≡ y(0) = x0, а отже, x(t) = eAt · x0.

Наслiдок 2. Якщо матриця A має дiйснi рiзнi власнi числа λ1, . . . , λn,
то її експонента обчислюється за формулою

eAt = P · diag[eλ1t, . . . , eλnt] · P−1,

де матриця P = [v1, . . . , vn] – це матриця, стовпчиками якої є власнi
вектори {v1, . . . , vn}, що вiдповiдають власним числам λ1, . . . , λn.

Завдання 2. Для системи з Завдання 1 знайти:
• власнi числа матрицi системи;

• власнi вектори;

• стiйкий та нестiйкий пiдпростори.
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Тема 3. Лiнiйнi динамiчнi системи в R2

Знайдемо значення експоненти матрицi для деяких матриць розмiрностi
2× 2.

Приклад 2. Розглянемо матрицю

A =

(
a 0
0 b

)
Тодi

eA =

(
ea 0
0 eb

)
⇒ eAt

(
eat 0
0 ebt

)
.

Зокрема, для матрицi A = aI =

(
a 0
0 a

)
:

eA = ea · I =

(
ea 0
0 ea

)
, eAt = eat · I =

(
eat 0
0 eat

)
.

Приклад 3. Для матрицi

A =

(
a b

0 a

)
маємо

eA = ea ·
(

1 b

0 1

)
, eAt = eat ·

(
1 bt

0 1

)
.

Дiйсно

A =

(
a b

0 a

)
=

(
a 0
0 a

)
+

(
0 b

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

B

= aI +B,

причому матрицi aI i B комутують. Тодi

eA = eaI+B = eaI · eB = ea · eB.
Далi за означеннням

eB = I +B +
B2

2
+ . . . ,

а оскiльки

B2 =

(
0 b

0 0

)
·
(

0 b
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
= B3 = B4 = . . . ,

то звiдси отримуємо

eB = I +B =

(
1 b
0 1

)
⇒ eA = ea

(
1 b
0 1

)
.
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Приклад 4. Для матрицi

A =

(
a −b
b a

)
маємо

eA = ea ·
(

cos b − sin b
sin b cos b

)
, eAt = eat ·

(
cos bt − sin bt
sin bt cos bt

)
.

Для доведення цього факту розглянемо число λ = a + ib. Тодi за фор-
мулою Ейлера (Euler‘s formula):

eλ = ea
(
cos b+ i sin b

)
.

Далi знаходимо

λ2 = (a+ ib)(a+ ib) = a2 − b2︸ ︷︷ ︸
Reλ2

+i · 2ab︸︷︷︸
Imλ2

,

A2 =

(
a −b
b a

)(
a −b
b a

)
=

(
a2 − b2 −2ab
2ab a2 − b2

)
=

(
Reλ2 − Imλ2

Imλ2 Reλ2

)
.

За iндукцiєю можна довести, що для довiльного k ≥ 1 справедлива наступ-
на формула

Ak =

(
Reλk − Imλk

Imλk Reλk

)
.

Звiдси

eA =
∞∑
k=0

Ak

k!
=

∞∑
k=0

 Re
λk

k!
− Im

λk

k!

Im
λk

k!
Re

λk

k!

 =

=

(
Re eλ − Im eλ

Im eλ Re eλ

)
= eat·

(
cos bt − sin bt
sin bt cos bt

)
.

Твердження 2. Для кожної матрицi A розмiрностi 2× 2 iснує невиро-
джена матриця P розмiрностi 2× 2 така, що матриця B = P−1AP має
один з трьох типiв

1) B =

(
λ 0
0 µ

)
, якщо A має дiйснi рiзнi власнi числа λ, µ, або ж власнi

числа однаковi, але матриця A – дiагональна;

2) B =

(
λ 1
0 λ

)
, якщо A має дiйсне власне число λ кратностi 2, при-

чому матриця A – не є дiагональною;
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3) B =

(
a −b
b a

)
, якщо A має комплекснi власнi числа a± ib.

Наслiдок 3. Враховуючи формулу

eAt = P · eBt · P−1,

динамiчну систему породжену системою диференцiальних рiвнянь

ẋ = Ax, x ∈ R2, (4)

можна звести до динамiчної системи, породженої

ẋ = Bx, (5)

де матриця B належить до одного з трьох типiв.
При цьому фазовий портрет системи (5) за допомогою лiнiйного неви-

родженого перетворення P переходить у фазовий портрет системи (4)
i навпаки.

А динамiчна система для системи (5) має вигляд φ(t, c) = eBt · c, c ∈
R2, тобто знаходиться за формулами

φ(t, c) =

(
eλt 0
0 eλt

)
c, φ(t, c) = eλt

(
1 t
0 1

)
c,

φ(t, c) = eat
(

cos bt − sin bt
sin bt cos bt

)
c

вiдповiдно.

Побудуємо фазовi портрети в кожному з цих випадкiв.

1. Випадок дiйсних власних чисел рiзних знакiв:B =

(
λ 0
0 µ

)
, λ < 0 < µ.

У цьому випадку фазовий портрет називається сiдло (saddle)
Для розв’язку системи (5)

x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
:

{
x1(t) = eλt · x01,
x2(t) = eµt · x02.

Тому фазова точка x(t) =
(
x1(t)
x2(t)

)
лежить на гiперболах x2 = x

λ
µ · c, при

цьому, враховуючи знаки λ та µ :

x1(t) → 0, t→ ∞; x2(t) → 0, t→ −∞.
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Рис. 4

Сiдло нестiйке, до точки (0, 0) при t → ∞ наближаються лише двi фа-
зовi траєкторiї, що лежать на осi 0x1, решта траєкторiй вiддаляється вiд
початку координат – Рис. 4.

2. Фазовий портрет типу вузол (node) реалiзується при дiйсних власних
числах однакових знакiв, тобто для наступних варiантах матрицi B :

a)
(
λ 0
0 λ

)
, λ < 0; б)

(
λ 0
0 µ

)
, λ < µ < 0; в)

(
λ 1
0 λ

)
, λ < 0.

Вузол буде стiйким, якщо λ < 0, µ < 0, i нестiйким, якщо λ > 0, µ > 0.

Детальнiше розглянемо фазовi портрети в кожному з випадкiв а) – в).

a) Для матрицi B =

(
λ 0
0 λ

)
, λ < 0, фазова траєкторiя системи (5)

має вигляд {
x1(t) = eλt · x01,
x2(t) = eλt · x02;

i просто подiливши друге рiвняння на перше робимо висновок, що фазова

точка x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
лежить на прямих x2 = cx1, причому оскiльки

λ < 0, то на Рис. 5 (
x1(t)
x2(t)

)
→
(

0
0

)
, t→ ∞,
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Рис. 5

б) Для матрицi B =

(
λ 0
0 µ

)
, λ < µ < 0, фазова траєкторiя системи

(5) має вигляд {
x1(t) = eλt · x01,
x2(t) = eµt · x02;

виключивши з системи t, отримуємо, що фазова точка x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
лежить на параболi

x1 = x
λ
µ

2 , причому
λ

µ
> 1.

Рис. 6
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Оскiльки λ < 0 та µ < 0, то на Рис. 6:(
x1(t)
x2(t)

)
→
(

0
0

)
, t→ ∞.

в) Для матрицi B =

(
λ 1
0 λ

)
, λ < 0, система (5) набуває трикутного

вигляду {
ẋ1 = λx1 + x2,
ẋ2 = λx2;

i може бути розв’язана послiдовним iнтегрування: спочатку друге рiвнян-
ня, а потiм перше, в яке пiдстановляємо вже отриману функцiю x2(t). Та-
кож можна використати формулу для явного вигляду динамiчної системи,
з якої маємо {

x1(t) = eλt
(
x01 + x02 · t

)
,

x2(t) = eλtx02.

Звiдси враховуючи, що λ < 0, бачимо, що фазова точка рухається до по-
чатку координат при t→ ∞ :(

x1(t)
x2(t)

)
→
(

0
0

)
, t→ ∞.

Крiм того,
x1
x2

=
x01
x02

+ t =
x01
x02

+
1

λ
ln |x2| −

1

λ
ln |x02|.

Отже, фазова точка x(t) =
(
x1(t)
x2(t)

)
лежить на кривих вигляду

x1
x2

=
1

λ
ln |x2|+ c.

Дослiдимо криву
x1(x2) =

x2
λ

ln |x2|+ cx2.

Оскiльки
x′1(x2) =

1

λ
+

1

λ
ln |x2|+ c→ ∞, x2 → 0,

то дотична до кривої у точках, де x2 = 0, має бути вертикальна.

Помiтимо, що значення x1(x2) обертається на 0 при
1

λ
ln |x2| = −c, во-

дночас при
1

λ
ln |x2| = −c маємо x′1(x2) =

1

λ
.

Отже, всi фазовi траєкторiї, примикаючи до початку координат (0, 0),
мають горизонтальну дотичну i, перетинають вiсь 0x2 пiд одним i тим са-
мим кутом, тобто мають однакову дотичну при x1 = 0 – Рис. 7.
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Рис. 7

3. Випадок комплексних власних чисел розпадається на два пiдвипадки.

а) Якщо матриця B має вигляд B =

(
a −b
b a

)
, де a для визначеностi

вважатимемо вiд’ємним: a < 0, то отримуємо стiйкий (або нестiйкий при
a > 0) фокус (focus).

У цьому випадку система (5) має вигляд{
ẋ1 = ax1 − bx2,

ẋ2 = bx1 + ax2;

та її розв’язок задається формулою(
x1(t)
x2(t)

)
= eat

(
cos bt − sin bt
sin bt cos bt

)(
x01
x02

)
,

з якої зокрема випливає, що(
x1(t)
x2(t)

)
→
(

0
0

)
, t→ ∞.

Для побудови фазового портрету перейдемо до полярних координат:{
x1 = r cos θ,
x2 = r sin θ;

де r = r(t), θ = θ(t) – новi невiдомi функцiї, що визначають радiус-вектор
точки та його кут нахилу до осi 0x1 – Рис. 8.
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Рис. 8

Оскiльки {
ẋ1 = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ,

ẋ2 = ṙ sin θ + rθ̇ cos θ;

то пiсля пiдстановки в систему i нескладних перетворень отримуємо роз-
щеплену систему у полярних координатах (r, θ) :{

ṙ = ar,

θ̇ = b.

Звiдси маємо {
r(t) = r(0)eat,
θ = b · t+ θ(0);

тобто траєкторiї динамiчної системи є спiралями, руху по яким вiдбува-
ється у напрямку початку координат i при цьому залежить вiд знаку b.

Якщо b > 0, то рух спiралями вiдбувається за годинниковою стрiлкою
(clockwise motion), а якщо b < 0, то проти годинникової стрiлки – Рис. 9.

Рис. 9

б) Якщо матриця B має вигляд B =

(
0 −b
b 0

)
, то маємо фазовий

портрет типу центр (center).
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При переходi до полярних координат маємо{
ṙ = 0,

θ̇ = b,

тобто {
r(t) ≡ r(0),
θ = b · t+ θ(0).

А це означає, що фазова точка
(
x1(t)
x2(t)

)
лежить на замкнених кривих (для

динамiчної системи з матрицею B це будуть кола, для динамiчної системи
з матрицею A – елiпси), що розташованi навколо початку координат.

Аналогiчно попередньому випадку отримуємо два варiанти фазових
портретiв, що залежать вiд знаку b – Рис. 10.

Рис. 10

4. Випадок виродженої матрицi: detA = 0, тобто коли одне або обидва
власнi числа нульовi.

У цьому випадку отримуємо пряму положень рiвноваги .

а) Якщо матриця B має вигляд B =

(
a 0
0 0

)
, a < 0, то для системи

(5) отримуємо {
ẋ1 = ax1,
ẋ2 = 0;

а її розв’язком буде {
x1(t) = eatx01,
x2(t) ≡ x02.

Отже, пряма x1 = 0 є прямою положень рiвноваги, тобто кожна точ
ка цiєї прямої є окремою траєкторiєю – положенням рiвноваги, а всi iншi
фазовi траєкторiї лежать на прямих x2 = const, при цьому кожна траєкто-
рiя є напiвпрямою, що примикає до положення рiвноваги. Таким чином,
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кожна пряма x2 = const мiстить три фазовi траєкторiї: двi напiвпрямi та
положення рiвноваги.

x1(t) → 0, t→ ∞.

Рис. 11

б) Якщо матриця B має два нульових власних числа i при цьому не є

нульовою, то її вигляд B =

(
0 1
0 0

)
. Тодi для системи (5) отримуємо

{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = 0.

У цьому випадку кожна точка прямої x2 = 0 є положенням рiвноваги i
не рухається пiд дiєю динамiчної системи. Всi iншi фазовi траєкторiї, ана-
логiчно попередньому випадку, лежать на прямих x2 = const, проте тепер
кожна така пряма є цiлою траєкторiєю. Крiм того, для x2 > 0 функцiя x1(t)
cтрого монотонно зростає, тобто у верхнiй напiвплощинi рух по фазовим
траєкторiям вiдбувається злiва направо, в той час, як при x2 < 0 функцiя
x1(t) cтрого монотонно спадає, i у нижнiй напiвплощинi рух вiдбувається
справа налiво – Рис. 12.

Рис. 12

25



Завдання 3. Дослiдити тип особливої точки (0, 0) системи в залежно-
стi вiд значення параметра α та побудувати бiфуркацiйну дiаграму.

1)
{
ẋ1 = αx1 + x2,
ẋ2 = x1 + αx2;

2)
{
ẋ1 = αx1 − x2,
ẋ2 = x1 − αx2;

3)
{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = αx1 + 2x2;

4)
{
ẋ1 = 2x1 + αx2,
ẋ2 = x1;

5)
{
ẋ1 = αx1 + 2x2,
ẋ2 = 2x1 + αx2;

6)
{
ẋ1 = αx1 − 2x2,
ẋ2 = 2x1 − αx2;

7)
{
ẋ1 = αx1 − x2,
ẋ2 = −x1 + αx2;

8)
{
ẋ1 = 2αx1 + x2,
ẋ2 = x1;

9)
{
ẋ1 = −x2,
ẋ2 = αx1 − 2x2;

10)
{
ẋ1 = 4x1 + αx2,
ẋ2 = x1;

11)
{
ẋ1 = −αx1 − x2,
ẋ2 = −x1 − αx2;

12)
{
ẋ1 = −αx1 + x2,

ẋ2 = −x1 + αx2.
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Тема 4. Лiнiйнi динамiчнi системи в Rn

Повернемося до лiнiйної n-вимiрної системи диференцiальних рiвнянь

ẋ = Ax, x ∈ Rn, (6)

зi сталою матрицею A розмiрностi n× n.
Як ми вже з’ясували, вiдповiдна динамiчна система, що породжена (6),

має вигляд
φ(t, c) = eAt · c, (7)

де t – часовий параметр, c – вектор початкових даних.
Також ми з’ясували, що якщо матриця A має дiйснi та рiзнi власнi

λ1, . . . , λn ∈ R, то вiдповiднi власнi вектори v1, . . . , vn ∈ Rn утворюють
базис в Rn, тобто матриця

P = [v1, . . . , vn]

є невиродженою, та
P−1AP = diag[λ1, . . . , λn],

а отже,
φ(t, c) = Pdiag[eλ1t, . . . , eλnt]P−1c.

Теорема 2. Якщо A – матриця розмiрностi 2n × 2n, що має 2n рiзних
комплексних власних чисел

λj = aj + ibj, λ̄j = aj − ibj, aj, bj ∈ R, j = 1, n

i вiдповiднi власнi вектори

ωj = uj + ivj, ω̄j = uj − ivj, uj, vj ∈ Rn, j = 1, n,

то набiр векторiв {
u1, v1, u2, v2, . . . un, vn

}
формує базис в R2n, тобто матриця

P = diag
[
v1, u1, v2, u2, . . . vn, un

]
є невиродженою та

P−1AP = diag
[
B1, . . . , Bn

]
,

де
Bj =

(
aj −bj
bj aj

)
, j = 1, n.
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Наслiдок 4. Динамiчна система, породжена системою (6), у цьому ви-
падку має вигляд

φ(t, c) = eAtc =

= Pdiag

[
ea1t

(
cos b1t − sin b1t
sin b1t cos b1t

)
, . . . , eant

(
cos bnt − sin bnt
sin bnt cos bnt

)]
P−1c.

Приклад 5. Розгдлянемо двовимiрну систему{
ẋ1 = x1 − x2,
ẋ2 = 4x1 − x2.

Матриця системи має вигляд
(

1 −1
4 −1

)
та її власнi числа λ = 1 ± 2i.

Власному числу λ = 1 + 2i вiдповiдає власний вектор

ω =

(
−1
2i

)
=

(
−1
0

)
︸ ︷︷ ︸

=u

+ i

(
0
2

)
︸ ︷︷ ︸

=v

.

Тодi

P =

(
0 −1
2 0

)
, P−1 =

(
0 1

2

−1 0

)
,

i для c =
(
c1
c2

)
маємо

φ(t, c) =

(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
0 −1
2 0

)
et
(

cos 2t − sin 2t
sin 2t cos 2t

)(
0 1

2

−1 0

)(
c1
c2

)
.

Фазовим портретом буде нестiйкий фокус – Рис. 13.

Рис. 13
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Теорема 3. Нехай матриця A має як дiйснi, так i комплекснi, рiзнi вла-
снi числа. А саме, нехай λ1, . . . , λk – дiйснi власнi числа з вiдповiдними
власними векторами v1 . . . , vk, а aj± ibj, j = k + 1, n – комплекснi вла-
снi числа з вiдповiдними власними векторами ωj = uj + ivj, ω̄ = uj − ivj.
Тодi набiр векторiв

{
v1, . . . , vk, vk+1, uk+1, . . . vn, un

}
утворює базис про-

стору Rn, матриця

P =
[
v1, . . . , vk, vk+1, uk+1, . . . vn, un

]
є невиродженою та

P−1AP = diag
[
λ1, . . . , λk, Bk+1, . . . Bn

]
,

де
Bj =

(
aj −bj
bj aj

)
, j = k + 1, n.

Наслiдок 5. За умов теореми 3 вiдповiдна динамiчна система породже-
на системою (6), має вигляд

φ(t, c) = Pdiag

eλ1t, . . . , eλk, . . . , eajt
(

cos bjt − sin bjt
sin bjt cos bjt

)
︸ ︷︷ ︸

j=k+1,n

, . . .

P−1c.

Приклад 6. Розглянемо систему

ẋ = Ax, де x =

 x1
x2
x3

 ,

 −3 0 0
0 3 −2
0 1 1

 .

Матриця A має власнi числа λ1 = −3 i λ2,3 = 2± i.
Знайдемо власнi вектори:

λ1 = −3 ⇒ v1 =

 1
0
0

 ;

λ2,3 = 2 + i ⇒ ω2 =

 0
1 + i
1

 =

 0
1
1


︸ ︷︷ ︸

=u2

+i

 0
1
0


︸ ︷︷ ︸

=v2

.

Отже, матриця переходу та її обернена мають вигляд

P = [v1, v2, u2] =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 , P−1 =

 1 0 0
0 1 −1
0 0 1

 ,
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i для c =

 c1
c2
c3

 вiдповiдна динамiчна система

φ(t, c) =

 x1(t)
x2(t)
x3(t)

 = P

 e−3t 0 0
0 e2t cos t −e2t sin t
0 e2t sin t e2t cos t

P−1 · c.

Визначимо стiйкий i нестiйкий пiдпростори для цiєї тривимiрної систе-
ми.

Стiйкий пiдпростiр

Es = вiсь x1 ≡ Span{v1},

тобто для c =

 c1
0
0

 ∈ Es маємо φ(t, c) ∈ Es та φ(t, c) → 0 при t→ ∞.

Нестiйкий пiдпростiр

Eu = площина 0x2x3 ≡ Span{v2, u2},

тобто для c =

 0
c2
c3

 ∈ Eu маємо φ(t, c) ∈ Eu та φ(t, c) → 0 при t→ −∞.

Отже, стiйкий пiдпростiр породжується власними векторами, власнi
числа яких мають вiд’ємну дiйсну частину, а нестiйкий пiдпростiр поро-
джується власними векторами, для яких вiдповiднi власнi числа мають
додатню дiйсну частину.

Розглянемо випадок кратних власних чисел.
Нехай матриця A розмiрностi n× має кратнi власнi числа.

Означення 3. Нехай λ – власне число матрицi A кратностi m ≤ n. Тодi
для k = 1,m будь-який ненульовий розв’язок рiвняння(

A− λI
)m
v = 0

називається узагальненим власним вектором (generalized eigenvec-
tor) матрицi A.

Якщо власне число просте, тобто k = 1, то отримуємо звичайне озна-
чення власного вектора.

Означення 4. Матриця N називається нiльпотентною порядку k,
якщо Nk−1 ̸= 0 та Nk = 0.
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Теорема 4. Нехай матриця A має дiйснi власнi числа λ1, . . . , λn, за-
писанi з урахуванням їх кратностi. Тодi iснує базис в Rn, складений з
узагальнених власних векторiв {v1, . . . , vn}, такий, що матриця

P = [v1, . . . , vn]

невироджена та

A = S +N, де P−1SP = diag{λ1, . . . , λn},

а матриця N нiльпотентна порядку k ≤ n, причому цi матрицi кому-
тують, тобто SN = NS.

Наслiдок 6. Динамiчна система, породжена системою (6) з матрицею
A у випадку, коли ця матриця задовольняє умови теореми 4, має вигляд

φ(t, c) = eAtc = e(N+S)tc = eSteNtc =

= P · diag[eλ1t, . . . , eλnt] · P−1 ·
[
I +Nt+ . . .+

Nk−1 · tk−1

(k − 1)!

]
· c.

Наслiдок 7. Нехай матриця A розмiрностi n× n має одне власне число
λ кратностi n. Тодi

S = diag[λ, . . . , λ] = λI, P = I, N = A− S.

Динамiчна система, породжена системою (6) з матрицею A у цьому
випадку має вигляд

φ(t, c) = eλt ·
[
I +Nt+ . . .+

Nn−1 · tn−1

(n− 1)!

]
· c.

Приклад 7. Розглянемо систему

ẋ = Ax,

(
x1
x2

)
A =

(
3 1
−1 1

)
.

Характеристичне рiвняння для матрицi A має вигляд (λ−2)2 = 0, тобто
λ = 2 є власним числом кратностi 2. Тодi

S =

(
2 0
0 2

)
, N = S − A =

(
1 1
−1 −1

)
, N2 = 0.

Отже, для довiльних
(
c1
c2

)
маємо

φ(t, c) =

(
x1(t)
x2(t)

)
= e2t(I +Nt) · c = e2t

(
1 + t t
−t 1− t

)
·
(
c1
c2

)
.
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Теорема 5. Якщо матриця A має комплекснi кратнi власнi числа λj =
= aj ± ibj з вiдповiдними узагальненими власними векторами ωj = uj +
+ ivj, ω̄j = uj − ivj, то вектори {v1, u1, v2, u2, . . . , vn, un} формують
базис у просторi R2n, матриця

P = [v1, u1, v2, u2, . . . , vn, un]

– невироджена та

A = S +N, де P−1SP = diag
[
B1, . . . , Bn

]
, Bj =

(
aj −bj
bj aj

)
,

N – нiльпотентна матриця порядку k ≤ 2n, NS = SN.

Наслiдок 8. Динамiчна система, породжена системою (6) з матрицею
A у випадку, коли ця матриця задовольняє умови теореми 5, має вигляд

φ(t, c) = P · diag

. . . , eajt ·
(

cos bjt − sin bjt
sin bjt cos bjt

)
︸ ︷︷ ︸

j=1,n

 · P−1·

·
[
I +Nt+

N 2t2

2!
. . .+

Nk−1 · tk−1

(k − 1)!

]
· c.

Таким чином, ми описали всi можливi випадки динамiчних систем, якi
породженi системою (6) зi сталою матрицею A.

Як бачимо, за поведiнку на нескiнченностi вiдповiдає виключно множ-
ник eajt.
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Тема 5. Лiнiйнi динамiчнi системи: поведiнка при t→ ±∞

Проаналiзуємо поведiнку розв’язкiв системи (6).
Нехай ωj = uj + ivj – узагальненi власнi вектори, що вiдповiдають влас-

ним числам λj = aj+ibj. Тодi вектори {v1, u1, v2, u2, . . .} формують базис
в Rn.

Введемо низку означень.

Означення 5. Стiйкий пiдпростiр (stable subspace) – це пiдпростiр,
породжений тими узагальненими власними векторами, що вiдповiдають
власним числам з вiд’ємною дiйсною частиною:

Es = Span{uj, vj | aj < 0}.

Нестiйкий пiдпростiр (unstable subspace) – це пiдпростiр, породже-
ний тими узагальненими власними векторами, що вiдповiдають власним
числам з додатною дiйсною частиною:

Eu = Span{uj, vj | aj > 0}.

Центральний пiдпростiр (central subspace) – це пiдпростiр, по-
роджений тими узагальненими власними векторами, що вiдповiдають
власним числам з нульовою дiйсною частиною:

Ec = Span{uj, vj | aj = 0}.

З викладеного вище випливають такi твердження:

• для довiльних c ∈ Es маємо φ(t, c) ∈ Es та φ(t, c) → 0 при t→ ∞;

• для довiльних c ∈ Eu маємо φ(t, c) ∈ Eu та φ(t, c) → 0 при t→ −∞.

У випадку c ∈ Ec поведiнка φ(t, c) залежить вiд k, зокрема, для k ≥ 2 :
φ(t, c) → ∞ при t→ ±∞.

Приклад 8. Розглянемо систему

ẋ = Ax, де x =

 x1
x2
x3

 ,

 −2 −1 0
1 −2 0
0 0 3

 .

Матриця A має пару комплексно-спряжених власних чисел λ1,2 = −2±
± i та дiйсне власне число λ3 = 3. Знайходячи вiдповiднi власнi вектори,
отримуємо

λ1 = −2 + i ⇒ ω1 =

 i
1
0

 =

 0
1
0


︸ ︷︷ ︸

=u1

+i

 1
0
0


︸ ︷︷ ︸

=v1

;
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λ3 = 3 ⇒ ω3 =

 0
0
1

 .

Тодi власний базис складається з векторiв


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 .

Оскiльки Reλ1,2 = −2 < 0, а Reλ3 = 3 > 0, то

Es = Span


 0

1
0

 ,

 1
0
0

 = площина 0x1x2;

Eu = Span


 0

0
1

 = вiсь 0x3.

Поведiнка фазових траєкторiй зображена на Рис. 14: точка, що стартує
з нестiкого многовиду – осi 0x3 – продовжувє рух по осi до нескiнченностi
(червона траєкторiя); точка, що стартує зi стiйкого многовиду – площини
0x1x2 – залишається в цiй площинi та прямує до початку координат при
t → ∞ (синя траєкторiя); для довiльної початкової точки простору R3 :
x21(t) + x22(t) → 0, x3(t) → ∞ при t→ ∞ (чорна траєкторiя).

Приклад 9. Розглянемо систему

ẋ = Ax, де x =

 x1
x2
x3

 ,

 0 −1 0
1 0 0
0 0 2

 .

Матриця A має пару комплексно-спряжених власних чисел λ1,2 = ±i та
дiйсне власне число λ3 = 2. Знайходячи вiдповiднi власнi вектори, отриму-
ємо

λ1 = i ⇒ ω1 =

 i
1
0

 =

 0
1
0


︸ ︷︷ ︸

=u1

+i

 1
0
0


︸ ︷︷ ︸

=v1

;

λ3 = 2 ⇒ ω3 =

 0
0
1

 .

Оскiльки Reλ1,2 = −0, а Reλ3 = 3 > 0, то

Es = Span{0};
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Рис. 14

Eu = Span


 0

0
1

 = вiсь 0x3;

Ec = Span


 0

1
0

 ,

 1
0
0

 = площина 0x1x2.

Пiдсумовуючи наведенi вище мiркування, отримуємо такий висновок.
Нехай {ωj = uj + ivj} – узагальненi власнi вектори матрицi A у системi

лiнiйних диференцiальних рiвнянь (6), що вiдповiдають власним числам
{λj = aj + ibj} (у випадку простого власного числа маємо звичайний влас-
ний вектор). Тодi вектори {uj, vj} утворюють базис в Rn, що розбиває весь
простiр Rn на три пiдпростори:

• стiйкий пiдпростiр
Es = {uj, vj | aj < 0};

• нестiйкий пiдпростiр

Eu = {uj, vj | aj > 0};
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• центральний пiдпростiр

Ec = {uj, vj | aj = 0}.

Означення 6. Якщо для будь-якого власного числа λ матрицi A викону-
ється умова Reλ ̸= 0 (тобто Ec = {0}), то система (6), або вiдповiдна
динамiчна система (7), породжена системою (6), називається гiпербо-
лiчною (hyperbolic flow).

Якщо для всiх власних чисел λ матрицi A виконується умова Reλ < 0
(тобто Eu = Ec = {0}), то положення рiвноваги – точка 0 ∈ Rn –
називається стоком (sink).

Якщо для всiх власних чисел λ матрицi A виконується умова Reλ > 0
(тобто Es = Ec = {0}), то положення рiвноваги – точка 0 ∈ Rn –
називається джерелом (sourse).

Приклад 10. Розглянемо тривимiрну систему

ẋ = Ax, x =

 x1
x2
x3

 , A =

 −2 −1 0
1 −2 0
0 0 −3

 .

Власнi числа матрицi A :

λ1,2 = −2± i, λ3 = −3,

тобто для всiх власних чисел маємо Reλ < 0, а отже, точка 0 ∈ R3 – сток,

Es = R3, Eu = Ec = {0}.

Поведiнка розв’язкiв системи зображена на Рис. 15.

Означення 7. Пiдпростiр (лiнiйна замкнена множина) E ∈ Rn називає-
ться iнварiантним вiдносно динамiчної системи φ, якщо для будь-якого
t виконується вкладення φ(t, E) ⊂ E

Зауваження 1. Насправдi має мiсце рiвнiсть φ(t, E) = E для всiх t.

Дiйсно, подiємо на вкладення φ(t, E) ⊂ E вiдображенням φ(−t, · ) :

φ
(
− t, φ(t, E)

)
⊂ φ(−t, E).

Тодi, оскiльки φ задовольняє напiвгрупову властивiсть, то

φ
(
− t+ t, E

)
⊂ φ(−t, E) ⇒ φ(0, E) ⊂ φ(−t, E) ⇒ E ⊂ φ(−t, E).

Враховуючи, що t пробiгає всю дiйсну вiсь, отримуємо, що для всiх t :
E ⊂ φ(t, E), а звiдси маємо рiвнiсть φ(t, E) = E.

Таким чином, нам достатньо для всiх t перевiряти вкладення φ(t, E) ⊂
⊂ E, але воно автоматично тягне за собою рiвнiсть φ(t, E) = E.
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Рис. 15

Твердження 3. Нехай λ – власне число матрицi A кратностi k ≥
≥ 1, {v1, . . . , vk} – вiдповiднi узагальненi власнi вектори. Нехай E =
= Span{v1, . . . , vk}. Тодi AE ⊂ E, тобто пiдпростiр E iнварiантний щодо
матрицi A.

Теорема 6. Для системи (6) фазовий простiр Rn розбивається на пряму
суму пiдпросторiв Es, Eu, Ec :

Rn = Es ⊕ Eu ⊕ Ec,

i, крiм того, пiдпростори Es, Eu, Ec є iнварiантними вiдносно динамiч-
ної системи φ, породженої системою диференцiальних рiвнянь (6).

Нагадаємо, що X = L⊕M означає, що для будь-якого елементу x ∈ X
однозначно визначенi елементи l ∈ L та m ∈M такi, що x = l +m.

Доведення. Перше твердження про розбиття на пряму суму - це наслiдок
того, що узагальненi власнi вектори {uj, vj} утворюють базис в Rn.

Доведемо iнварiантнiсть, наприклад, пiдпростору Es (для iнших пiдпро-
сторiв мiркування аналогiчнi), тобто покажемо, що для довiльного t має
мiсце вкладення φ(t, Es) ⊂ Es.
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Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ Es. Тодi

x0 =
m∑
j=1

cj · Vj, де Vj = vj або Vj = uj.

Оскiльки {Vj}mj=1 утворюють базис у Es, то за твердженням 3 AEs ⊂ Es.
Далi, для будь-якого t :

eAtx0 =
m∑
j=1

cje
AtVj.

За означенням експоненти матрицi

eAtVj = lim
k→∞

[
I + At+

A2t2

2!
+ . . .+

Aktk

k!

]
Vj.

Оскiльки AVj ∈ Es, то для кожного k ≥ 1 маємо AkVj ∈ Es. Звiдси[
I + At+ A2t2

2! + . . .+ Aktk

k!

]
Vj ∈ Es i оскiльки Es замкнена множина, то

eAtVj ∈ Es, але тодi за лiнiйнiстю eAtx0 ∈ Es, тобто φ(t, Es) ⊂ Es для
кожного t. Теорема доведена.

Теорема 7. Наступнi твердження еквiвалентнi:

(a) ∀x0 ∈ Rn, x0 ̸= 0 : lim
t→+∞

∥eAtx0∥ = 0, lim
t→−∞

∥eAtx0∥ = ∞;

(b) для довiльного власного числа λ матрицi A : Reλ < 0;

(c) ∃ c, d,m,M > 0 ∀x0 ∈ Rn :∥∥eAtx0
∥∥ ≤Me−ct · ∥x0∥, t ≥ 0,∥∥eAtx0
∥∥ ≥ me−dt · ∥x0∥, t ≤ 0.

Доведення. Оскiльки розв’язок системи (6) має вигляд

x(t) = eAtx0 = Pdiag


. . . eλjt︸︷︷︸

вiдповiдає

дiйсним λj

. . . eajt
(

cos bjt − sin bjt
sin bjt cos bjt

)
︸ ︷︷ ︸

вiдповiдає

комплексним λj

. . .


P−1·

·
[
I +Nt+ . . .+

Nk−1tk−1

(k − 1)!

]
︸ ︷︷ ︸

вiдповiдає кратним λj

·x0
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Звiдси кожна координата кожного розв’язку x(t) системи (6) є лiнiйною
комбiнацiєю функцiй ξ · tk · eat cos bt або ξ · tk · eat sin bt, де λ = a + ib –
власне число матрицi A, ξ = ξ(x0) – стала, для якої виконується оцiнка
|ξ| ≤ c · ∥x0∥.

Покажемо, що (a) ⇒ (b).
Мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що твердження (a) виконуєть-

ся, але при цьому для деякого власного числа λ = a + ib матрицi A його
дiйсна частина невiд’ємна: a ≥ 0. Тодi для деякого розв’язку (6) принаймнi
одна координата має вигляд Звiдси випливає, що iснує таке початкове зна-
чення x0 ̸= 0, для якого ∥eAtx0∥ ↛ 0, t→ ∞, тобто отримали суперечнiсть
з (a).

Далi переконаємося, що (b) ⇒ (c).
Нехай виконується твердження (b), тобто всi власнi числа матрицi

A мають вiд’ємнi дiйснi частини. Тодi якщо кожна координата кожного
розв’язку (6) має вигляд ξ · tk ·eat cos bt або ξ · tk ·eat sin bt i при цьому a < 0,

то, наприклад, для c = d =
a

2
маємо:∥∥eAtx0

∥∥ ≤Me−ct · ∥x0∥, t ≥ 0,∥∥eAtx0
∥∥ ≥ me−dt · ∥x0∥, t ≤ 0,

тобто виконується твердження (c).
Насамкiнець бачимо, що iмплiкацiя (c) ⇒ (a) очевидна.

Аналогiчне твердження справедливе у випадку джерела.

Твердження 4. Наступнi властивостi еквiвалентнi:

(a) ∀x0 ∈ Rn, x0 ̸= 0 : lim
t→−∞

∥eAtx0∥ = 0, lim
t→+∞

∥eAtx0∥ = ∞;

(b) для довiльного власного числа λ матрицi A : Reλ > 0;

(c) ∃ c, d,m,M > 0 ∀x0 ∈ Rn :∥∥eAtx0
∥∥ ≤Mect · ∥x0∥, t ≤ 0,∥∥eAtx0
∥∥ ≥ medt · ∥x0∥, t ≥ 0.

Наслiдок 9. Якщо x0 ∈ Es, то для довiльного t маємо eAtx0 ∈ Es та

lim
t→+∞

∥eAtx0∥ = 0.

Якщо x0 ∈ Eu, то для довiльного t маємо eAtx0 ∈ Eu та

lim
t→−∞

∥eAtx0∥ = 0.
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Завдання 4. Розв’язати задачу Кошi{
ẋ = Ax,
x(0) = x0.

Видiлити стiйкий, нестiйкий та центральний пiдпростори.
З’ясувати: чи є система гiперболiчною? чи є початок координат джере-
лом або стоком?

1)


0 0 0 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 −1 1 0

 ;

2)


2 0 0 0
1 2 0 0
0 1 2 0
0 0 1 2

 ;

3)


1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4

 ;

4)


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 1

 ;

5)


1 −1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 1

 ;

6)


1 −1 1 0
1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 1

 ;

7)


0 1 −1 0
−1 0 0 −1
−1 0 0 −1
0 0 0 0

 ;

8)


2 0 0 0
−1 2 0 0
0 −1 2 0
0 0 1 2

 ;

9)


1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
1 −1 1 1
−1 1 −1 1

 ;

10)


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 1 1
0 0 −1 1

 ;

11)


1 1 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 −1 −1

 ;

12)


1 1 −1 0
−1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 −1 1

 .
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Тема 6. Лiнiйнi неоднорiднi системи

Тепер розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему

ẋ = Axb(t), де b(t) =

 b1(t)
· · ·
bn(t)

 . (8)

Означення 8. Фундаментальна матриця для системи (6) (funda-
mental matrix) – це будь-яка невироджена матриця Φ(t) розмiрностi n×n,
яка задовольняє матричне рiвняння

d

dt
Φ(t) = A · Φ(t).

Зауваження 2. Якщо Φ(t) – фундаментальна матриця системи (6), а C
– довiльна невироджена стала матриця розмiрностi n× n, то матриця
Φ(t) · C також буде фундаментальною матрицею системи (6).

Серед усiх фундаментальних матриць центральну роль вiдiграє матрич-
на експонента: Φ(t) = eAt – це фундаментальна матриця системи (6), для
якої Φ(0) = I.

Унаслiдок єдиностi розв’язку задачi Кошi для лiнiйної системи (6) фун-
даментальна матриця однозначно визначається її значеннням у точцi t = 0.
Таким чином, фундаментальна матриця, для якої Φ(0) = I, визначається
однозначно i це матрична експонента eAt.

Крiм того, оскiльки Φ(t) · Φ−1(0)|t=0 = I, то Φ(t) · Φ−1(0) = eAt, тобто
Φ(t) = eAt · C для деякої невиродженої матрицi C, detC ̸= 0. Отже, будь-
яка фундаментальна матриця виражається через матричну експоненту.

Для подальших дослiджень нам буде важлива формула варiацiї довiль-
них сталих.

Теорема 8 (формула варiацiї довiльних сталих (variation of constants
formula)). Нехай Φ(t) – фундаментальна матриця системи (6). Тодi для
довiльного початкового значення x0 ∈ Rn та для довiльної неперервної
n-вимiрної вектор-функцiї b(t) задача Кошi{

ẋ = Ax+ b(t),
x(0) = x0

має єдиний розв’язок, який задається формулою

x(t) = Φ(t)Φ−1(0)x0 +

∫ t0

0

Φ(t)Φ−1(τ)b(τ)dτ.
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Наслiдок 10. Для Φ(t) = eAt маємо Φ−1(t) = e−At та Φ(0) = I i формула
варiацiй довiльних сталих набуває вигляду

x(t) = eAtx0 + eAt

∫ t0

0

e−Aτ · b(τ)dτ = eAt

(
x0 +

∫ t0

0

e−Aτ · b(τ)dτ
)

︸ ︷︷ ︸
варiацiї сталих

.
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Тема 7. Нелiнiйнi динамiчнi системи: загальнi факти

Будемо розглядати систему

ẋ = f(x), (9)

де вiдображення f : Rn 7→ Rn (у лiнiйному випадку у нас було f(x) = Ax),
тобто

f(x) =

 f1(x)
· · ·
fn(x)

 , x =

 x1
· · ·
xn

 ,

i (9) можна записати як 
ẋ1 = f1(x1, . . . , xn),
ẋ2 = f2(x1, . . . , xn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, . . . , xn).

Приклад 11. Розглянемо двовимiрну систему{
ẋ1 = x1 · x2,
ẋ2 = x2.

Зафiксуємо початковi данi

x1(0) = x01, x2(0) = x02

i знайдемо розв’язок вiдповiдної задачi Кошi.
Очевидно, що система допускає послiдовне iнтегрування: з другого рiв-

няння знаходимо
x2(t) = x02 · et

i, пiдставляючи у перше рiвняння приходимо до рiвняння з вiдокремленими
змiнними

ẋ1 = x1 · x02et,
розв’язком якого є функцiя

x1(t) = x01e
x0
2(e

t−1).

Таким чином, динамiчна система φ(t, ·) : R2 7→ R2 для c =
(
c1
c2

)
має

вигляд

φ(t, c) =

(
c1e

c2(e
t−1)

c2e
t

)
.
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Зауваження 3. Зазначимо, що для нелiнiйних систем навiть якщо
функцiя f визначена для всiх x ∈ Rn i є непервною чи навiть гладкою,
можлива ситуацiя, коли розв’язок має вертикальну асимптоту, тобто
прямує до ±∞ за скiнчений час (при t→ t∗).

Приклад 12. Розглянемо задачу Кошi для диференцiального рiвняння
першого порядку {

ẋ = x2,
x(0) = 1.

Розв’язок цiєї задачi Кошi x(t) =
1

1− t
визначений для t ∈ (−∞, 1) та

lim
t→1−0

= ∞ – Рис. 16.

Рис. 16

Поки що формально будемо називати динамiчною системою, що поро-
джена системою нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (9), вiдображення

φ(t, c) = x(t, c),

де x(t, c) – розв’язок системи (9), який задовольняє початкову умову

x(t, 0) = c.

Нехай f ∈ C(1)(E), де E ⊆ Rn – деяка область (вiдкрита та зв’язна
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множина), тобто для всiх i, j = 1, n :
∂fi
∂xj

∈ C(E). Тодi матриця

Df(x) =



∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

. . .
∂f2
∂xn

. . . . . . . . .
∂fn
∂x1

. . .
∂fn
∂xn


називається матрицею Якобi (Jacobian matrix) у точцi x ∈ E.

Наприклад, для системи з Прикладу 11:

f(x) =

(
x1x2
x2

)
⇒ Df(x) =

(
x2 x1
0 1

)
, зокрема, Df(0) =

(
0 0
0 1

)
.

Теорема 9 (про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi). Нехай f ∈
∈ C(1)(E). Тодi для довiльного x0 ∈ E iснує таке число a > 0, що задача
Кошi {

ẋ = f(x),
x(0) = x0;

(10)

має єдиний розв’язок на вiдрiзку [−a; a].

Доведення. Iдея доведення полягає у застосування методу послiдовних на-
ближень Пiкара.

Нехай x0 ∈ E. Тодi iснує таке b > 0, що точка x0 належить областi E
разом зi своїм замкненим b-околом, тобто

N := {x : ∥x− x0∥ ≤ b} ⊂ E.

Означимо сталi

M = max
x∈N

∥f(x)∥, L := max
x∈N

∥Df(x)∥, a = min

{
b

M
,
1

L

}
.

На вiдрiзку [−a, a] задача Кошi (10) еквiвалентна системi iнтегральних
рiвнянь

x(t) = x0 +

t∫
0

f(x(s))ds,

i крiм того,
max

t∈[−a,a]
∥xk(t)− x(t)∥ → 0 t→ ∞,

де {xk(t)}∞k=0 – Пiкарiвськi наближення (successive approximation):

x0(t) ≡ x0,
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x1(t) = x0 +

t∫
0

f(x0)ds = x0 + f(x0)t,

x2(t) = x0 +

t∫
0

f(x1(t))ds,

...

xk+1(t) = x0 +

t∫
0

f(xk(t))ds, k ≥ 1.

Отже, Пiкарiвськi наближення рiвномiрно збiгаються до розв’язку задачi
Кошi та цей розв’язок єдиний.

Теорема 10 (залежнiсть розв’язку задачi Кошi вiд початкових даних).
Нехай f ∈ C(1)(E), x0 ∈ E. Тодi iснує такi числа a > 0 та δ > 0, що для
всiх ξ ∈ Nδ(x0) = {x : ∥x− x0∥ < δ} задача Кошi{

ẋ = f(x),
x(0) = ξ;

має єдиний розв’язок x = x(t, ξ) на вiдрiзку [−a; a], причому x ∈ C(1)(G),
де G = [−a, a]×Nδ(x0).

Крiм того, матриця

ψ(t, ξ) :=
∂x(t, ξ)

∂ξ

задовольняє систему{
d

dt
ψ(t, ξ) = Df

(
x(t, ξ)

)
· ψ(t, ξ),

ψ(0, ξ) = E − одинична матриця.

Зауваження 4. Якщо точка x0 – положення рiвноваги системи (9), тоб-
то f(x0) = 0, то x(t, x0) ≡ x0. Отже, матриця

ψ(t) = ψ(t, x0) =
∂x(t, ξ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x0

задовольняє систему {
d

dt
ψ(t) = Df(x0) · ψ(t),

ψ(0, ξ) = E.

Звiдси
ψ(t) = eDf(x0)·t.
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Приклад 13. Розглянемо лiнiйну систему{
ẋ = Ax,
x(0) = ξ.

У випадку лiнiйної системи f(x) = Ax. Тодi x(t, ξ) = eAt · ξ, а тому

ψ(t, ξ) =
∂x(t, ξ)

∂ξ
= eAt.

Приклад 14. Розглянемо систему з Прикладу 11{
ẋ1 = x1 · x2,
ẋ2 = x2.

Маємо x =

(
x1
x2

)
, ξ =

(
ξ1
ξ2

)
. У Прикладi 11 ми вже визначили

x(t, ξ) =

(
ξ1 · eξ2

(
et−1
)

ξ2 · et

)
.

Звiдси

ψ(t, ξ) =
∂x(t, ξ)

∂ξ
=

(
eξ2
(
et−1
)
ξ1
(
et − 1

)
eξ2
(
et−1
)

0 et

)
.

Перевiримо, що ψ(t, ξ) дiйсно задовольняє матричну задачу Кошi:

ψ(0, ξ) =
∂x(t, ξ)

∂ξ
=

(
1 0
0 1

)
,

крiм того, оскiльки

Df
(
x(t, ξ)

)
=

(
x2 x1
0 1

)
=

(
ξ2 · et ξ1 · eξ2

(
et−1
)

0 1

)
,

то легко бачити, що
d

dt
ψ(t, ξ) = Df

(
x(t, ξ)

)
· ψ(t, ξ).

Теорема 11 (про залежнiсть розв’язку задачi Кошi вiд параметрiв). Нехай
ми маємо систему

ẋ = f(x, µ),

де f ∈ C(1)(E), причому тепер E ⊆ Rn+m – деяка область (m – кiлькiсть
параметрiв), нехай також (x0, µ0) ∈ E. Тодi знайдуться такi a > 0 та
δ > 0, що для довiльних ξ ∈ Nδ(x0) та µ ∈ Nδ(µ0) задача Кошi{

ẋ = f(x, µ),
x(0) = ξ;
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має єдиний розв’язок x = x(t, ξ, µ) ∈ C(1)(G), де G = (−a, a) × Nδ(x0) ×
×Nδ(ξ0).

Тепер обговоримо максимальний iнтервал iснування розв’язку.

Теорема 12. Нехай f ∈ C(1)(E), x0 ∈ E. Тодi iснує максимальний iн-
тервал iснування розв’язку x(t) задачi Кошi (10){

ẋ = f(x),
x(0) = x0;

I(x0) = (α, β), −∞ ≤ α ≤ β ≤ +∞, тобто, якщо y(t), t ∈ J є розв’язком
задачi Кошi (10), то J ⊂ I(x0) та x(t) ≡ y(t) на J.

Приклад 15. Повернемося до задачi Кошi з Прикладу 12{
ẋ = x2,
x(0) = 1.

Оскiльки x(t) =
1

1− t
, то маємо iнтервал I(1) = (−∞, 1), причому

lim
t→1−0

x(t) = ∞.

Теорема 13 (про максимальний iнтервал системи з правою частиною лi-
нiйного росту). Нехай f ∈ C(1)(Rn) та iснують такi сталi A, B такi,
що для всiх x ∈ Rn :

∥f(x)∥ ≤ A · ∥x∥+B.

Тодi будь-який розв’язок системи

ẋ = f(x)

iснує на iнтервалi (−∞,+∞).

Доведення. Зафiксуємо T > 0 i доведемо iснування розв’язку на вiдрiзку
[0, T ]. Оскiльки справедливе iнтегральне представлення розв’язку

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(x(s))ds,

то можемо вивести апрiорну оцiнку

∥x(t)∥ ≤ ∥x0∥+
∫ t

0

(
A · ∥x∥+B

)
ds ≤ ∥x0∥+B · T +

∫ t

0

A · ∥x∥ds.

Звiдси за лемою Гронуолла

∥x(t)∥ ≤
(
∥x0|∥+B · T

)
· eA·T .
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Оскiльки в правiй частинi останної нерiвностi стоїть константа, то вона
визначена для t ∈ [0, T ], але тодi i функцiя x(t) також iснує на [0, T ], а
отже, внаслiдок довiльностi T, розв’язок iснує на [0,+∞).

Шляхом замiни y(t) = x(−t), t ≤ 0, встановлюється iснування на
(−∞, 0].

Означення 9. Для розв’язку задачi Кошi (10) x(t, x0), де t ∈ I(x0) –
максимальний iнтервал iснування цього розв’язку, множина{

x(t, x0)
∣∣ t ∈ I(x0)

}
∈ E

називається траєкторiєю системи (9), що проходить через точку x0.

Приклад 16. Ще раз повернемося до задачi Кошi з Прикладу 12{
ẋ = x2,
x(0) = 1.

Оскiльки розв’язок цiєї задачi Кошi має вигляд x(t) =
1

1− t
i визначе-

ний на максимальному iнтервалi iснування I(1) = (−∞, 1), то траєкторiєю
цього розв’язку буде множина{

1

1− t

∣∣∣ t ∈ (−∞, 1)

}
= (0,+∞).

На Рис. 17 праворуч синiм кольором зображена вiдповiдна траєкторiя та
вказаний напрям руху по нiй.

Рис. 17
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З точки зору теорiї динамiчних систем для нас основний iнтерес склада-
ють саме траєкторiї системи. При цьому було б зручно вважати, що макси-
мальний iнтервал iснування будь-якого розв’язку спiвпадає з усiєю дiйсною
вiссю, тобто I(x0) = R для кожного x0. Цього можна досягти за допомогою
процедури перемасштабування (rescaling).

Для початку подивимось, як це працює на наступному прикладi.

Приклад 17. Поряд iз задачею Кошi з Прикладiв 12, 15, 16 розглянемо
наступну задачу Кошi.  ẋ =

x2

1 + x2
,

x(0) = 1.

Розв’язок цiєї задачi Кошi

x(t) =
1

2

(
t+
√
t2 + 4

)
може бути знайдений безпосередньо вiдокремленням змiнних. Очевидно,
що цей розв’язок визначений на вiй дiйснiй осi R. Крiм того, права частина

рiвняння задовольняє Теорему 13, оскiльки
∣∣∣∣ x2

1 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1.

Зупинимеся бiльш детально на поведiнцi розв’язку x(t).

Рис. 18

Оскiльки права частина рiвняння додатня, то функцiя x(t) строго мо-
нотонно зростає, i при цьому

lim
t→+∞

x(t) = lim
t→+∞

1

2

(
t+
√
t2 + 4

)
= +∞,
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lim
t→−∞

x(t) = lim
t→−∞

1

2

(
t+
√
t2 + 4

)
=

1

2
lim

t→−∞

4(√
t2 + 4

)
− t

= 0,

то траєкторiя розв’язку – це iнтервал (0,+∞) – Рис. 18.
Отже, в Прикладах 16 i 17 траєкторiї та напрям руху вздовж траєкторiй

спiвпадають.

Твердження 5. Для f ∈ C(1)(Rn) розв’язки системи

ẋ =
f(x)

1 + ∥f(x)∥

iснують на всiй дiйснiй осi (∞,+∞).

Доведення. Оскiльки ∥∥∥∥ f(x)

1 + ∥f(x)∥

∥∥∥∥ ≤ 1,

то права частина системи має не бiльш як лiнiйний рiст, тобто виконуються
умови Теореми 13.

Теорема 14. Нехай f ∈ C(1)(Rn). Тодi системи

ẋ = f(x) (11)

i
ẋ =

f(x)

1 + ∥f(x)∥
(12)

мають однi i тi самi траєкторiї з одним i тим самим напрямом руху
вздовж цих траєкторiй, тобто системи (11) i (12) топологiчно еквiва-
лентнi.

Зауваження 5. Процедура переходу вiд системи (11) до системи (12)
називається "rescaling".

Доведення. Нехай x(t), t ∈ I(x0) = (α, β), – розв’язок задачi Кошi{
ẋ = f(x),
x(0) = x0.

Введемо нову незалежну змiнну за правилом

τ =

t∫
0

(
1 +

∥∥f(x(s))∥∥), τ = τ(t).

Функцiя τ = τ(t) має властивостi:

τ(0) = 0, τ ′(t) > 0, τ : (α, β) → (−∞,+∞).
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Отже, iснує обернена функцiя t = t(τ) до функцiї τ = τ(t) така, що t(0) =
= 0, t ∈ C(1).

Покладемо
y(τ) := x(t(τ)), τ ∈ (−∞,+∞).

Тодi
{y(τ) | τ ∈ (−∞,+∞)} = {x(t) | t ∈ (α, β)} ,

y(0) = x0, i, крiм того,

dy

dτ
=
dx(t(τ))

dτ
=
dx(t(τ))

dt
· dt
dτ

= f(x(t(τ))) · 1

dt

dτ

=

= f(x(t(τ))) · 1

1 +
∥∥f(x(t(τ)))∥∥ = f(y(τ)) · 1

1 +
∥∥f(y(τ))∥∥ ,

тобто y(τ) є розв’язком системи (12), у якого спiвпадають траєкторiї з
вiдповiдним розв’язком x(t) системи (11).

Надалi вважаємо, то така процедура до системи (11) вже застосована,
тобто вважаємо, що для системи

ẋ = f(x) (13)

з f ∈ C(1)(E), E ⊆ Rn, для довiльного початкового значення x0 ∈ E для
розв’язку x(t, x0) максимальний iнтервал iснування I(x0) = (−∞,+∞).
Позначимо

φt(x0) = φ(t, x0) = x(t, x0).

Означення 10.
{
φt : E → E

}
t∈R називається потоком (flow) або ди-

намiчною системою, що породжується (13).
Множина

{
φt(x0)

}
⊂ E називається траєкторiєю, що проходить

через точку x0.

Теорема 15 (про властивостi потоку). Справедливi властивостi:

1) φ ∈ C(1)(R× E);

2) для довiльних t, s ∈ R та x0 ∈ E виконується напiвгрупова власти-
вiсть

φt+s(x0) = φt

(
φs(x0)

)
.

Доведення. Перша властивiсть є наслiдком теорем про диференцiйовну за-
лежнiсть. Оскiльки вiдображення (t, ξ) 7→ x(t, ξ) належить класу C(1) вна-
слiдок Теореми 10 про диференцiйовнiсть розв’язку вiд початкових даних,
то φ ∈ C(1)(R× E).
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Доведемо другу властивiсть.
Для цього зафiксуємо s ∈ R i покладемо

xs(t) := x(t+ s, x).

Тодi xs(0) = x(s, x0),

dxs(t)

dt
=
dx(t+ s)

dt
= f(x(t+ s)) = f(xs(t)).

Отже, внаслiдок єдиностi розв’язку задачi Кошi

xs(t) = x(t, xs(0)) = φt(φs(x0))
∥

x(t+ s, x0) = φt+s(x0).

Означення 11. Множина S ⊂ E називається iнварiантною вiдносно
потоку φt (invariant with respect to φt), якщо для довiльного t ∈ R викону-
ється φt(S) ⊂ S (звiдси, зокрема, випливає, що φt(S) = S).
S називається додатно (вiд’ємно) iнварiантною, якщо

φt(S) ⊂ S ∀ t > 0 (∀ t < 0).

Означення 12. Точка x̄ ∈ E називається точкою рiвноваги (equilibri-
um point), якщо f(x̄) = 0.

Це означає, що для кожного t ∈ R : x(t, x̄) = x̄ – стацiонарний
розв’язок.

У цьому випадку S = {x̄} iнварiантна множина та x̄ – нерухома
точка для φt, тобто

φt(x̄) = x̄ ∀ t ∈ R.

Приклад 18. Розглянемо систему{
ẋ1 = −x1,
ẋ2 = x21 + x2.

Зрозумiло, що єдиним положенням рiвноваги є точка
(

0
0

)
.

Для знаходження всiх iнших розв’язкiв послiдовно розв’яжемо систему:

x1(t) = x01 · e−t.

Пiдставляючи у друге рiвняння, отримуємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння

ẋ2 = x2 +
(
x01
)2 · e−2t,
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розв’язок якого має вигляд

x2(t) = x02 · et +
(
x01
)2

3
·
(
et − e−2t

)
.

Отже, динамiчна система φt : R2 → R2 для
(
c1
c2

)
має вигляд

φ(t, c) = φt(c) =

 c1e
−t

c2e
t +

c21
3

(
et − e−2t

)
 .

За аналогiєю з лiнiйними динамiчними системами, стiйкий многовид –
це множина S така, що S – iнварiантна та

∀ c ∈ S : φt(c) → 0, t→ +∞.

А нестiйкий многовид – це множина U така, що U – iнварiантна та

∀ c ∈ U : φt(c) → 0, t→ −∞.

Визначимо S i U для φt(c) з нашого прикладу. Оскiльки

φ(t, c) = φt(c) =

 c1e
−t(

c2 +
c21
3

)
et − c21

3
e−2t

 ,

то φt(c) → 0, t→ +∞, якщо

c2 = −c
2
1

3
,

i φt(c) → 0, t→ −∞, якщо
c1 = 0.

Позначимо
S =

{
x ∈ R2 | x2 = −x

2
1

3

}
,

U =
{
x ∈ R2 | x1 = 0

}
.

Тодi
∀ c ∈ S : φt(c) → 0, t→ +∞;

∀ c ∈ U : φt(c) → 0, t→ −∞.

Покажемо, що множини S i U iнварiантнi вiдносно потоку φt.
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Для c =
(
c1
c2

)
∈ S означає, що c2 = −c

2
1

3
, тодi для кожного t маємо

φt(c) =

(
x1
x2

)
=

 c1e
−t

−c
2
1

3
e−2t

 ,

тобто
x21
3

= −x2, а тому φt(c) ∈ S, отже, S – iнварiантна.

Аналогiчно для c =
(
c1
c2

)
∈ U маємо c1 = 0, тодi для кожного t :

φt(c) =

(
x1
x2

)
=

(
0

c2e
t

)
,

тобто x1 = 0, а тому φt(c) ∈ U, отже, U – також iнварiантна.
Фазовий портрет цiєї системи зображений на Рис. 19.
Таким чином, для даного прикладу S – стiйкий многовид (зображений

синiм кольором на 19), а U – нестiйкий многовид (зображений червоним
кольором).

Рис. 19
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Тема 8. Нелiнiйнi динамiчнi системи: лiнеаризацiя

Продовжуємо дослiджувати нелiнiйну систему

ẋ = f(x) (14)

з функцiєю f ∈ C(1), розв’язки якої визначенi при t ∈ (−∞,+∞) (iнакше
– застосовуємо процедуру rescaling).

Система (14) породжує нелiнiйну динамiчну систему φ(t, c) = φt(c).
Нехай x̄ – положення рiвноваги системи (14), тобто f(x̄) = 0, тодi x(t) ≡

x̄ – стацiонарний розв’язок системи: φ(t, x̄) = x̄ для всiх t.
Означимо матрицю

A = Df(x̄)

i розглянемо лiнiйну систему

ẋ = Ax. (15)

Система (15) називається лiнеаризованою (або системою першого
наближення) для системи (14) в околi точки x̄ (linearization).

Означення 13. Нерухома точка x̄ називається гiперболiчною
(hyperbolic) для нелiнiйної системи (14), якщо для довiльного власно-
го числа λ матрицi A його дiйсна частина ненульова:

∀λ – власне число матрицi A : Reλ ̸= 0.

Нерухома точка x̄ називається стоком (sink) для нелiнiйної системи
(14), якщо для довiльного власного числа λ матрицi A його дiйсна части-
на вiд’ємна:

∀λ – власне число матрицi A : Reλ < 0.

Нерухома точка x̄ називається джерелом (source) для нелiнiйної си-
стеми (14), якщо для довiльного власного числа λ матрицi A його дiйсна
частина додатна:

∀λ – власне число матрицi A : Reλ > 0.

Нерухома точка x̄ називається сiдлом (source) для нелiнiйної системи
(14), якщо ця точка гiпеболiчна, тобто Reλ ̸= 0 для довiльного власного
числа λ матрицi A, та серед власних чисел матрицi A знайдеться як
додатнє, так i вiд’ємне, тобто

∃λ−, λ+ – власнi числа матрицi A : Reλ− < 0, Reλ+ > 0.
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Приклад 19. Повернемося до системи, що розглядалась у Прикладi 18{
ẋ1 = −x1,
ẋ2 = x21 + x2;

(16)

i розглянемо нерухому точку x = 0.

Тодi матриця

A = Df(0) =

(
−1 0
2x1 1

)∣∣∣∣
x1=x2=0

=

(
−1 0
0 1

)
має власнi числа λ1 = −1, λ2 = 1, тобто точка x = 0 є сiдлом.

Пiзнiше побачимо (Теорема Хартмана – Гробмана), що якщо x̄ – гiпер-
болiчна нерухома точка, то локальна (!!!) поведiнка траєкторiй нелiнiйної
системи (14) топологiчно еквiвалентна поведiнцi траєкторiй системи (15),
тобто iснують окiли N(x̄) точки x̄ та N(0) точки 0, а також iснує неперерв-
не взаємнооднозначне (one-to-one) вiдображення

H : N(x̄) 7→ N(0),

яке переводить (зберiгаючи напрям руху) траєкторiї системи (14) у траєк-
торiї системи (15).

Повернемося до системи (15) з Прикладiв 18, 19 i розглянемо вiдобра-

ження H : R2 7→ R2, яке для x =

(
x1
x2

)
визначене наступним чином:

H(x) =

 x1

x2 +
x21
3

 .

Покажемо, що H – бiєкцiя, тобто взаємнооднозначне вiдображенння.
Розглянемо рiвняння H(x) = y i покажемо, що воно має розв’язок для

довiльних y : x1

x2 +
x21
3

 =

(
y1
y2

)
⇔

 x1 = y1,

x2 = y2 −
y21
3
.

Отже, H – бiєкцiя та, крiм того, неперервне вiдображення.

Якщо x(t) =
(
x1(t)
x2(t)

)
– розв’язок системи (15), то для y = H(x) маємо

ẏ =

(
ẏ1
ẏ2

)
=

(
ẋ1

ẋ2 +
2

3
ẋ1 · x1

)
=

(
−x1

x21 + x2 −
2

3
x21

)
=
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=

 −x1

x2 +
x21
3

 =

(
−y1
y2

)
= Ay.

Таким чином, вiдображення H переводить траєкторiї нелiнiйної системи
(15) у траєкторiї вiдповiдної лiнеаризованої системи з матрицею A.

Проiлюструємо це на Рис. 20.
Траєкторiї нелiнiйної системи (15) ми вже зображали на Рис. 19.
Для лiнiйної системи з матрицею A фазовим портретом буде сiдлом,

оскiльки ця матриця має два дiйснi власнi числа рiзних знакiв: λ1 = −1 та

λ2 = 1. Вiдповiднi власнi вектори s1 =

(
1
0

)
та s2 =

(
0
1

)
визначають

стiйкий та нестiйкий пiдпростори Es та Eu, якi спiвпадають з вiссю 0y1 та
0y2 вiдповiдно.

Рис. 20

З Рис. 20 ми бачимо, що у точцi 0 стiйкий пiдпростiр лiнеаризованої
системи Es (координатна вiсь 0y1, зображена на рисунку праворуч синiм
кольором) дотикається до стiйкого многовиду S нелiнiйної системи (пара-
бола, зображена синiм кольором на рисунку лiворуч). Аналогiчно до не-
стiйкого многовиду U дотикається нестiйкий пiдпростiр Eu лiнеаризованої
системи (але у нашому прикладi нестiйкий многовид U спiвпадає з нестiй-
ким пiдпростором Eu). Це i становить твердження теореми про стiйкий
многовид.

Теорема 16 (про стiйкий многовид (попереднє формулювання) (Stable
manifold Theorem)). Нехай нелiнiйна система (14) має гiперболiчну неру-
хому точку x̄ та A – матриця вiдповiдної лiнеаризованої системи (15).
Тодi в околi точки x̄ для системи (14) iснують стiйкий многовид S та
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нестiйкий многовид U , дотичнi у точцi x̄ вiдповiдно до стiйкого пiдпро-
стору Es та нестiйкого пiдпростору Eu вiдповiдної лiнеаризованої систе-
ми (15), причому

dimS = dimEs, dimU = dimEu,

та, крiм того,

∀ t ≥ 0 : φt(S) ⊂ S, ∀ t ≤ 0 : φt(U) ⊂ U ;

∀ c ∈ S : φt(c) → x̄, t→ +∞;

∀ c ∈ U : φt(c) → x̄, t→ −∞.

Приклад 20. Розглянемо положення рiвноваги x̄ = 0 тривимiрної сис-
теми 

ẋ1 = −x1,
ẋ2 = −x2 + x21;
ẋ3 = x3 + x21.

Матриця лiнеаризованої системи у цьому випадку має вигляд

A =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 1


i ї ї власнi числа λ1 = λ2 = −1, λ3 = 1, тобто Reλi ̸= 0.

Отже, нерухома точка x̄ = 0 є гiперболiчною та, крiм того, вона є сiдлом.
Знайдемо власнi вектори.

Для власних чисел λ1 = λ2 = −1 < 0 власними векторами будуть

 1
0
0


i

 0
1
0

 , а тому стiйкий пiдпростiр – це пiдпростiр породжений цими ве-

кторами, тобто площина 0x1x2 :

Es =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 = 0x1x2.

Для власного числа λ3 = 1 > 0 власний вектор

 0
0
1

, а тому нестiйкий

пiдпростiр – це пiдпростiр породжений цим вектором, тобто вiсь 0x3 :

Eu =


 0

0
1

 = 0x3.
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Побудуємо динамiчну систему для вихiдної нелiнiйної системи.

Для початкового значення c =

 c1
c2
c3

 послiдовно iнтегруючи отримує-

мо:

x1(t) = c1e
−t ⇒ ẋ2 = −x2 + c21e

−2t ⇒ x2(t) = c2e
−t + c21

(
e−t − e−2t

)
⇒

⇒ ẋ3 = x3 + c21e
−2t ⇒ x3(t) = c3e

t +
c21
3

(
et − e−2t

)
.

Отже, отримуємо динамiчну систему φt : R3 7→ R3

φt(c) =


c1e

−t

c2e
−t + c21

(
e−t − e−2t

)
c3e

t +
c21
3

(
et − e−2t

)
 .

Знайдемо стiйкий та нестiйкий многовиди.
Розглянемо третю координату виразу для φt :

c3e
t +

c21
3
et − c21

3
e−2t = et

(
c3 +

c21
3

)
− c21

3
e−2t.

Тодi, якщо

c3 +
c21
3

= 0,

то φt(c) → 0 при t→ +∞.

Отже,

S =

{
c ∈ R3 | c3 = −c

2
1

3

}
.

Далi φt(c) → 0 при t→ −∞, якщо

c1 = c2 = 0.

Отже,
U =

{
c ∈ R3 | c1 = c2 = 0

}
.

Як бачимо, U = Eu, тобто U дотикається до Eu в точцi 0.
Перевiримо чи дотикається S до Es в точцi 0.
З курсу диференцiальної геометрiї вiдомо, що якщо поверхня в R3 за-

дається рiвнянням F (x1, x2, x3) = 0, то дотична площина до цiєї поверхнi

в точцi x̄ =

 x̄1
x̄2
x̄3

 визначається рiвнiстю

∂F

∂x1
(x̄)
(
x1 − x̄1

)
+
∂F

∂x2
(x̄)
(
x2 − x̄2

)
+
∂F

∂x3
(x̄)
(
x3 − x̄3

)
= 0.
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У нашому випадку F (c1, c2, c3) = c3 +
c21
3

= 0, c̄ = 0. Тодi дотична
площина

∂F

∂1
(0)c1 +

∂F

∂2
(0)c2 +

∂F

∂3
(0)c3 = 0,

2

3
c1

∣∣∣∣
c1=0

+ 0 · c2 + 1 · c3 = 0.

Отже, отримуємо площину c3 = 0, тобто площину 0c1c2 = Es.
Таким чином, стiйкий многовид S у точцi 0 в якостi дотичної площини

дiйсно має стiйкий пiдпростiр Es лiнеаризованої системи.
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Тема 9. Теорема про стiйкий многовид

Спочатку дамо строге означення многовиду.

Означення 14. Нехай (X, ρ) – метричний простiр, A,B ⊂ X – деякi
множини.

Вiдображення h : A 7→ B називається гомеоморфiзмом, якщо h –
бiєкцiя, неперервне вiдображення та обернене вiдображення h−1 теж є
неперервним.

Множини A та B у цьому випадку називається гомеоморфними або
топологiчно еквiвалентними.

Метричний простiр X називається зв’язним , якщо не iснує таких вiд-
критих множин A i B, для яких: A ∩B = ∅, X = A ∪B.
Означення 15. m-мiрний (гладкий) многовид M – це зв’язний ме-
тричний простiр, у якого iснує вiдкрите покриття {Uα}M =

⋃
α
Uα таке,

що:

1) для будь-якого α iснує гомеоморфiзм hα : Uα 7→
{
x ∈ Rm : ∥x∥ < 1

}
;

2) якщо Uα ∩ Uβ ̸= ∅, то вiдображення h = hα
(
h−1
β

)
∈ C(1) та для всiх

x ∈ hβ(Uα ∩ Uβ) : detDh(x) ̸= 0.

Таким чином, будь-яка точка m-мiрного многовиду має окiл, який го-
меоморфний вiдкритiй кулi в Rm.

Приклад 21. Будь-який iнтервал (a, b) гомеоморфний прямiй.

Дiйсно, розглянемо вiдображення h : (a, b) 7→ (−∞,∞) визначене фор-
мулою

h(x) =
1

a− x
+

1

b− x
.

Тодi
lim

x→a+0
h(x) = −∞, lim

x→b−0
h(x) = +∞

i, крiм того,

h′(x) =
1

(a− x)2
+

1

(b− x)2
> 0.

Отже, h – неперервна бiєкцiя та обернене вiдображення h−1 також непе-
рервне, тобто h – гомеоморфiзм.

Приклад 22. Розглянемо множину

S =

{
x ∈ R2 | x2 = −x

2
1

3

}
.

Тодi S – гомеоморфна осi 0x1.
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Дiйсно, встановимо гомеоморфiзм h : S 7→ 0x1 за правилом (Рис. 21):

h(x) = h(x1, x2) = x1.

Рис. 21

Оскiльки (Приклад 21) вiсь 0x1 гомеоморфна iнтервалу (−1, 1), тобто
кулi радiуса 1 в R, то S – одномiрний гладкий многовид.

Зауваження 6. Для нас важливими будуть многовиди, що задаються
наступним спiввiдношенням

M =
{
x ∈ Rn

∣∣ xk = ψk(x1, . . . , xm), k = m+ 1, n
}
,

де ψk ∈ C(1) – бiєкцiя. Тодi M – m-мiрний гладкий многовид.

Приклад 23. Розглянемо множину в просторi R3 :

M =

{
x ∈ R3

∣∣∣ x3 = −x
2
1

3

}
=

{
x ∈ R3

∣∣∣ x2 = x2, x3 = −x
2
1

3

}
.

M – двовимiрний гладкий многовид.

Теорема 17 (про стiйкий многовид (Stable manifold theorem)). Розглянемо
систему

ẋ = f(x), (17)

де f ∈ C(1)(E), E ⊆ Rn, 0 ∈ E, f(0) = 0.
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Нехай {φt : E 7→ E}t∈R – динамiчна система (потiк), породжений
системою (17), нехай A = Df(0) – матриця першого наближення, i поряд
з системою (17) розглянемо вiдповiдну лiнеаризовану систему

ẋ = Ax. (18)

Припустимо, що точка 0 – гiперболiчна (тобто для кожного власного
числа λ матрицi A виконується Reλ ̸= 0), i нехай матриця A має k
власних чисел з вiд’ємною дiйсною частиною та n − k власних чисел з
вiд’ємною дiйсною частиною.

Тодi iснує k-мiрний гладкий многовид S, дотичний в точцi 0 до
стiйкого пiдпростору Es системи (18), крiм того, цей многовид iнварi-
антний, тобто

φt(S) ⊂ S для всiх t ≥ 0,

i для кожного початкового значення x0 ∈ S маємо

∀x0 ∈ S : lim
t→+∞

φt(x0) = 0.

S – це стiйкий многовид системи (17).
Аналогiчно iснує (n− k)-мiрний гладкий многовид U, дотичний в то-

чцi 0 до стiйкого пiдпростору Eu системи (18), крiм того, цей многовид
iнварiантний, тобто

φt(U) ⊂ U для всiх t ≥ 0,

i для кожного початкового значення x0 ∈ U маємо

∀x0 ∈ U : lim
t→+∞

φt(x0) = +∞.

U – це нестiйкий многовид системи (17).

Перед доведенням теореми введемо певнi конструкцiї, що дозволять
спростити подальшi мiркування.

1) Завжди можна вважати (з точнiстю до невиродженого перетворення),
що матриця A зведена до певного вигляду, а сама iснує така невиро-
джена матриця C, detC ̸= 0 така, що

B = C−1AC = diag
[
P,Q

]
=

(
P O1

O2 Q

)
,

де матриця P – матриця розмiрностi k×k, власнi числа якої λ1, . . . , λk
мають вiд’ємнi дiйснi частини: Reλi < 0, i = 1, k; матриця Q – матри-
ця розмiрностi (n− k)× (n− k), власнi числа якої λk+1, . . . , λn мають
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додатнi дiйснi частини: Reλi > 0, i = k + 1, n; O1 та O2 – матрицi
розмiрностi k × (n − k) та (n − k) × k вiдповiдно, всi елементи яких
нульовi. Цього можна досягнути зведенням до жорданової нормальної
форми.

2) Систему (17) можна записати у формi

ẋ = Ax+ F (x),

де A = Df(0), а F задовольняє умову Лiпшиця з як завгодно малою
сталою Лiпшиця

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∥x∥ < δ, ∥y∥ < δ ⇒ ∥F (x)−F (y)∥ < ε∥x−y∥.

Дiйсно, покладемо F (x) = f(x)− Ax. Тодi

F (0) = 0, DF (0) = Df(0)− A = 0,

тому оскiльки F ∈ C(1), то ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 таке, що для ∥x∥ < δ, ∥y∥ < δ

маємо
∥F (x)− F (y)−DF (0)︸ ︷︷ ︸

=0

(x− y)∥ < ε∥x− y∥.

Таким чином, можемо замiсть вихiдної системи розглядати систему ви-
гляду

ẏ = By +G(y), (19)

де B – матриця розмiрностi n× n блочно-дiагональної структури:

B = diag
[
P,Q

]
=


k×k︷︸︸︷
P O
O Q︸︷︷︸

(n−k)×(n−k)

 ,
Reλ(P ) < 0,

Reλ(Q) > 0;

а функцiя G(y) задовольняє умовi

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∥y1∥ < δ, ∥y2∥ < δ ⇒ ∥F (y1)−F (y2)∥ < ε∥y1−y2∥.

Доведення. Введемо наступнi матрицi розмiрностi n× n

U(t) =

(
ePt O
O O

)
, U(t) =

(
O O
O eQt

)
.

Тодi

U̇(t) = BU(t), V̇ (t) = BV (t), eBt = U(t) + V (t), U(0) + V (0) = I

(тут I – одинична матриця розмiрностi n× n.)
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Крiм того, враховуючи знаки власних чисел матриць P iQ, можна ствер-
джувати, що знайдуться такi числа σ > 0, α > 0 та K > 0, що

∥U(t)∥ ≤ Ke−(α+σ)t, t ≥ 0;

∥V (t)∥ ≤ Keσt, t ≤ 0.

Для довiльного a ∈ Rn розглянемо iнтегральне рiвняння вiдносно невi-
домої функцiї u(t, a) :

u(t, a) = U(t)a+

t∫
0

U(t− s)G(u(s, a))ds−
∞∫
t

V (t− s)G(u(s, a))ds. (20)

Нехай u = u(t) = u(t, a) є розв’язком (20). Тодi

du

dt
= BU(t)a+

t∫
0

=BU(t−2)︷ ︸︸ ︷
U̇(t− s)G(u(s))ds+ U(0)G(u(t))−

−
∞∫
t

=BV (t−s)︷ ︸︸ ︷
V̇ (t− s)G(u(t)) + V (0)G(u(t)) = |U(0) + V (0) = I|

= B

U(t)a+ t∫
0

U(t− s)G(u(s))ds−
∞∫
t

V (t− s)G(u(s))ds

+G(u(t)) =

= Bu(t) +G(u(t)).

Отже, u(t) – розв’язок (19).
Будемо доводити розв’язнiсть (20) методом послiдовних наближень:

u(0)(t, a) ≡ 0,

u(j+1)(t, a) = U(t)a+
t∫
0

U(t− s)G(u(j)(s, a))ds−

−
∞∫
t

V (t− s)G(u(j)(s, a)), j ≥ 0.

(21)

За iндукцiєю встановлюємо, що для будь-якого j ≥ 1, для довiльного

t ≥ 0 та для кожного a такого, що ∥a∥ < δ

2K
справедлива оцiнка∥∥∥u(j)(t, a)− u(j−1)(t, a)

∥∥∥ ≤ K · ∥a∥e−αt

2j−1
,
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яка гарантує рiвномiрну збiжнiсть на t ∈ [0,+∞)×
{
∥a∥ ≤ r <

δ

2K

}
:

lim
j→∞

u(j)(t, a) = u(t, a),

де u(t, a) – розв’язок (20), а отже, i розв’язок (19).
Унаслiдок Tеореми про диференцiйовну залежнiсть вiд початкових да-

них i параметра маємо u ∈ C(1)
(
(0,+∞)×

{
∥a∥ < r

})
i, крiм того,

∥u(t, a)∥ ≤ 2K∥a∥e−αt. (22)

Нехай u(t, a) =

 u1(t, a)
. . .

un(t, a)

 .

Проаналiзуємо формулу (20): для довiльного a ∈ Rn у перших двох до-
данках у правiй частинi формули (20) останнi n−k координат дорiвнюють
нулю, а в третьому доданку – першi k координат дорiвнюють нулю. При
t = 0 першi k координат u(0, a) спiвпадають з першими k координатами a :

uj(0, a) = aj, j = 1, k.

Тепер покладемо
ak+1 = . . . = an = 0.

Тодi для j = k + 1, n з формули (20) маємо:

uj(0, a) = −

 ∞∫
t

V (−s)G(u(s, a1, . . . , ak, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

))


j

= ψj(a1, . . . , ak).

Отже,

u(0, a) =



a1
. . .
ak

ψk+1(a1, . . . , ak)
. . .

ψn(a1, . . . , ak)

 .

Далi покладемо

S =

y ∈ Rn | yj = ψj(y1, . . . , yk), j = k + 1, n;

√√√√ k∑
i=1

y2i <
δ

2K

 (23)

i доведемо, що S шуканий стiйкий многовид.

67



За побудовою S – k-мiрний гладкий многовид.
За Теоремою про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi для си-

стеми (19): якщо y(0) ∈ S, тобто y(0) = u(0, a), то y(t, y(0)) ≡ u(t, a).
З оцiнки (22) випливає, що y(t) → 0 при t→ +∞.
Крiм того, якщо y(0) /∈ S, то y(t, y(0)) ↛ 0 при t→ +∞.
Отже, для довiльних y(0) ∈ S та t ≥ 0 маємо y(t, y(0)) ∈ S, тобто ми

показали iнварiантнiсть S.
Залишилось переконатися у дотику до стiйкого пiдпростору.
За Теоремою про диференцiйовну залежнiсть вiд початкових даних:

∂ψj

∂yi
(0) = 0, ∀ j = k + 1, n, ∀ i = 1, n.

Тодi дотичний пiдпростiр до S у точцi 0 визначається як{
y ∈ Rn | yk+1 = yk+2 = . . . = yn = 0

}
≡ Es.

Звiдси S – шуканий стiйкий многовид.

Зауваження 7. Для побудови нестiйкого многовиду U потрiбно зробити
замiну незалежної змiнної s = −t i розглянути систему

ẏ = −By −G(y).

Подивимось як можна застосовувати схему доведення Теореми про стiй-
кий многовид для конструктивної побудови стiйкого многовиду на прикла-
дi конкретної системи.

Схема побудови стiйкого многовиду складатиметься з наступних крокiв:

1) записуємо систему у виглядi (19);

2) знаходимо матрицi U(t) та V (t);

3) для a ∈ Rn записуємо iнтегральне рiвняння (20);

4) застосовуємо метод послiдовних наближень (21) до рiвняння (20) для
a = (a1, . . . , ak, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−k

) i зхнаходимо ψj(a1, . . . , ak), j = k + 1, n, якi i

виизначають стiйкий многовид.

Приклад 24. Розглянемо двовимiрну систему{
ẋ1 = −x1 − x22,
ẋ2 = x2 + x21.

Нас цiкавитеме поведiнка системи в околi положення рiвноваги (0, 0).
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Матриця лiнеаризованої системи

A = Df(0) =

(
−1 0
0 1

)
вже має потрiбну блочно-дiагональнi структуру, при цьому матрицi P та
Q – це матрицi розмiрностi 1× 1 : P = −1, Q = 1.

Оскiльки матриця A має два власнi числа рiзних знакiв: λ1 = −1 та
λ2 = 1 , то для вiдповiдної лiнiйної системи точка 0 є сiдлом.

Фазовий портрет лiнiйної системи зображено на Рис. 22

Рис. 22

Отже, стiйкий пiдпростiр Es – це вiсь 0x1, а нестiйкий пiдпростр Eu –
це вiсь 0x2 :

Es =

{
x =

(
x1
x2

)
∈ R2 : x2 = 0

}
, Eu =

{(
x1
x2

)
∈ R2 : x1 = 0

}
.

Знайдемо друге наближення стiйкого многовиду:

S =

{
x =

(
x1
x2

)
: x2 = ψ2(x1)

}
.

Для нашої системи:

U(t) =

(
e−t 0
0 0

)
, V (t) =

(
0 0
0 et

)
, a =

(
a1
0

)
,

G(x) = f(x)− Ax =

(
−x1 − x22
x2 + x21

)
−
(

−x1
x2

)
=

(
−x22
x21

)
.
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Тепер записуємо iнтегральне рiвняння (20) для вектор-функцiї u(t, a) =

=

(
u1(t, a)
u2(t, a)

)
, де a =

(
a1
0

)
:

u(t, a) = U(t)a+

t∫
0

U(t− s)G(u(s, a))ds−
∞∫
t

V (t− s)G(u(s, a))ds =

=

(
e−t 0
0 0

)(
a1
0

)
+

t∫
0

(
e−(t−s) 0

0 0

)(
−u22(s, a)
u21(s, a)

)
ds−

−
∞∫
t

(
0 0

0 e(t−s)

)(
−u22(s, a)
u21(s, a)

)
ds =

=

(
a1e

−t

0

)
+

t∫
0

(
−e−(t−s) · u22(s, a)

0

)
ds−

∞∫
t

(
0

u21(s, a) · e(t−s)

)
ds.

Далi застосовуємо до цього рiвняння метод послiдовних наближень: по-
кладаючи нульове наближення тотожнiм нулем

u(0)(t, a) ≡
(

0
0

)
маємо

u(1)(t, a) =

(
a1e

−t

0

)
,

u(2)(t, a) =

(
a1e

−t

0

)
+

t∫
0

(
−e−(t−s) · 0

0

)
ds−

∞∫
t

(
0(

a1e
−s
)2

· e(t−s)

)
ds =

=

(
a1e

−t

0

)
−

∞∫
t

(
0

a21e
−2s · e(t−s)

)
ds =

(
a1e

−t

−1

3
a21e

−2t

)
.

Вважаємо (наближено), що u(2)(t, a) ≈ u(t, a). Тодi

u(0, a) =

(
a1

−1

3
a21

)
=

(
a1

ψ2(a1)

)
.

Отже, наближено (з точнiстю до другого наближення)

S =

{
x2 = −1

3
x21

}
.
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Аналогiчно,

U =

{
x1 = −1

3
x22

}
.

На Рис. 23 схематично зображений локальний фазовий портрет в околi
точки (0, 0): стiйкий многовид S, що зображений синьою лiнiєю, дотика-
ється у початку координат до стiйкого пiдпростору вiдповiдної лiнеари-
зованої системи Es (зображений синiм пунктиром), аналогiчно нестiйкий
многовид U (червона лiнiя) дотикається до нестiйкого пiдпростору Eu (чер-
воний пунктир).

Рис. 23

Зауваження 8. S i U визначаються в околi положеннi рiвноваги 0.

Означення 16. Множини

W s(0) =
⋃
t≤0

φt(S)

та
W u(0) =

⋃
t≥0

φt(U)
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називаються глобальними стiйким та нестiйким многовидом вiд-
повiдно.

Тодi
∀ x ∈ W s(0) : φt(x) → 0, t→ +∞;

∀ x ∈ W u(0) : φt(x) → 0, t→ −∞.

Наслiдок 11. Нехай S i U стiйкий i нестiйкий многовид з Теореми 17.
Припустимо також, що

Reλj < −α < 0, j = 1, k;

Reλj > β < 0, j = k + 1, n.

Тодi для довiльного ε > 0 знайдеться таке
delta > 0, що виконуються оцiнки

x0 ∈ Oδ(0) ∩ S ⇒ ∀ t ≥ 0 : ∥φt(x0)∥ ≤ εe−αt;

x0 ∈ Oδ(0) ∩ U ⇒ ∀ t ≤ 0 : ∥φt(x0)∥ ≤ εeβt.
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Тема 10. Теорема Хартмана – Гробмана

Розглянемо систему
ẋ = f(x), (24)

де f ∈ C(1), f(0) = 0, точка 0 – гiперболiчна, тобто вiдповiдна матриця
A = Df(0) лiнеаризованої системи

ẋ = Ax, (25)

не має власних чисел з нульовими дiйсними частинами.

Означення 17. Системи (24) i (25) називаються топологiчно еквiва-
лентними в околi точки 0, якщо iснує гомеоморфiзм H : U 7→ V, де U
i V – околи 0, який переводить траєкторiї системи (24) у траєкторiї
системи (25) i зберiгає напрям руху вздовж цих траєкторiй.

Приклад 25. Розглянемо двi системи на площинi R2 :

ẋ = Ax, A =

(
−1 −3
−3 −1

)
;

ẏ = By, B =

(
2 0
0 −4

)
.

У матриць A та B власнi числа однаковi: λ1 = 2, λ2 = −4, просте
власними векторами матрицi A є

λ1 = 2 :

(
−3 −3
−3 −3

)
⇒ h1 =

(
1
−1

)
;

λ2 = −4 :

(
3 −3
−3 3

)
⇒ h2 =

(
1
1

)
;

у той час як власними векторами матрицi B є базиснi вектори e1 =
(

1
0

)
,

e2 =

(
0
1

)
.

Фазовi портрети обох систем зображенi на Рис. 24. Легко помiтити, що
поворотом на 45 проти годинникової стрiлки фазового портрету системи з
матрицею A (рисунок лiворуч) можна отримати фазовий портрет системи
з матрицею B. Повороти як раз i можуть слугувати гомеоморфiзмами, що
зберiгають орiєнтацiєю. Явний вигляд такого гомеоморфiзму:

H(x) = Rx, R =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
, причому A = R−1BR.
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Рис. 24

Отже, цi системи топологiчно еквiвалентнi.
Якщо розв’язок системи з матрицею A має вигляд x(t) = eAtx0, то

y(t) = H(x(t)) = H
(
eAtx0

)
= Rx(t) = ReAtx0 =

= ReR
−1BRtx0 = eBtRx0 = eBtH(x0),

тобто
H
(
eAtx0

)
= eBtH(x0).

Теорема 18 (Гробмана – Хартмана). Нехай φt – динамiчна система, по-
роджена нелiнiйною системою (24) та для довiльного власного числа λ

матрицi A = Df(0) лiнеаризованої системи (25): Reλ ̸= 0. Тодi iснує го-
меоморфiзм H : U 7→ V, де U, V – околи 0, такий що для кожного x0 ∈ U
справедлива рiвнiсть:

H(φt(x0)) = eAtH(x0). (26)

Приклад 26. Розглянемо систем, яку ми вже ддослiджували ранiше,{
ẋ1 = −x1,
ẋ2 = x21 + x2.

Для цiєї системи

A = Df(0) =

(
−1 0
0 1

)
.

Вправа: для вiдображення H(x) =

 x1

x2 +
x21
3

 переконатися у справе-

дливостi рiвностi (26).
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