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Âñòóï

Êóðñ �ßêiñíi é àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü� ¹
ñêëàäîâîþ îñâiòíüî¨ ïðîãðàìè ïiäãîòîâêè ôàõiâöiâ çà îñâiòíiì ðiâíåì �áàêà-
ëàâð� ãàëóçi çíàíü 11 Ìàòåìàòèêà òà ñòàòèñòèêà çi ñïåöiàëüíîñòi 111 Ìàòå-
ìàòèêà îñâiòíüî¨ ïðîãðàìè �Ìàòåìàòèêà�. Êîíñïåêò ëåêöié ç êóðñó �ßêiñíi
é àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü� ïðèñâÿ÷åíèé âè-
â÷åííþ ïiäõîäiâ äî àíàëiçó ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîäåëþþòüñÿ ïðîöåñè i ÿâèùà ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàó-
êè òà òåõíiêè. Öÿ äèñöèïëiíà ¹ âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè.
Ðîçóìiííÿ ÿêiñíèõ i àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ ìà¹ êðèòè÷íå çíà÷åííÿ äëÿ
íàóêîâöiâ, ÿêi ïðàöþþòü iç ìîäåëÿìè ðåàëüíîãî ñâiòó. Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äàëåêî íå çàâæäè ìîæëèâèé, îäíàê ÿêiñíèé
àíàëiç äà¹ çìîãó îòðèìàòè iíôîðìàöiþ ïðî ïîâåäiíêó ñèñòåìè, ñòiéêiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ, òî÷êè ðiâíîâàãè òà ¨õíþ ïðèðîäó.

Ëåêöiéíèé ìàòåðiàë çãðóïîâàíèé çà òåìàìè, êîæíié ç ÿêèõ ïðèñâÿ÷åíà
ïåâíà êiëüêiñòü çàíÿòü. Ëîãi÷íèé ïåðåõiä ìiæ òåìàìè ¹ ïðèðîäíèì i ïîñëi-
äîâíèì: âiä çàáåçïå÷åííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íà ìàëèõ iíòåðâàëàõ ÷àñó
äî àíàëiçó äîâãîòðèâàëî¨ ïîâåäiíêè ñèñòåìè. Òàêèé ïiäõiä äà¹ ïîâíå ðî-
çóìiííÿ ÿê ëîêàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè, òàê i ¨¨ ãëîáàëüíî¨ äèíàìiêè.
Òåìà ëîêàëüíîãî òà ãëîáàëüíîãî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ äëÿ ðîçóìiííÿ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü i ñòàíîâèòü îñíîâó äëÿ âñiõ ïîäàëüøèõ ðîçäiëiâ êóðñó. Ëåìè Ãðî-
íóîëëà ¹ êëþ÷îâèì iíñòðóìåíòîì äëÿ àíàëiçó ðîçâ'ÿçêiâ. �õ âèêîðèñòàííÿ
äîïîìàãà¹ âñòàíîâèòè, ÷è ìîæíà ïðîäîâæèòè ðîçâ'ÿçîê äî ãëîáàëüíîãî.
Ïiñëÿ âñòàíîâëåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó íàñòóïíèì êðîêîì ¹ äîñëiäæåí-
íÿ éîãî ñòiéêîñòi, òîáòî ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ çà ìàëèõ çáóðåíü ïî÷àòêîâèõ
óìîâ. Ó êîíñïåêòi ïîñëiäîâíî âèñâiòëåíî ìåòîä äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi äëÿ
ñèñòåì ðiçíîãî òèïó. Ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè âiä îöiíêè
ñòiéêîñòi äî àíàëiçó àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñèñòåìè, âêëþ÷àþ÷è ïåðiîäè-
÷íi ðóõè àáî ãðàíè÷íi öèêëè. Ïðèíöèï Ëà Ñàëÿ ðîçøèðþ¹ ïiäõiä Ëÿïóíîâà,
äîçâîëÿþ÷è âèçíà÷àòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ñèñòåìè íàâiòü ó ñêëàäíèõ
âèïàäêàõ. Iíâàðiàíòíi ìíîæèíè îïèñóþòü ãëîáàëüíó ñòðóêòóðó ôàçîâîãî
ïðîñòîðó, äîïîìàãàþ÷è iäåíòèôiêóâàòè êëþ÷îâi îñîáëèâîñòi äèíàìiêè ñè-
ñòåìè.

Êîíñïåêò ëåêöié ç êóðñó �ßêiñíi é àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè òåîði¨ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü� ¹ êîðèñíèì äîäàòêîâèì äæåðåëîì äëÿ ñòóäåíòiâ ïðè
çàñâî¹ííi ìàòåðiàëó êóðñó, à òàêîæ äëÿ âñiõ ÷èòà÷iâ, áàæàþ÷èõ ïîçíàéî-
ìèòèñÿ ç îñíîâàìè ÿêiñíîãî àíàëiçó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Òåìà 1. Ëîêàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà [2, 6, 7]
Îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ íàñòóïíà çàäà÷à Êîøi:{

dx
dt = f(x)
x(0) = x0

(1)

Îñíîâíà çàäà÷à: ç'ÿñóâàòè, ÿê âåäå ñåáå ðîçâ'ÿçîê ïðè t→ ∞.
Ðîçãëÿíåìî êiëüêà âiäîìèõ ôàêòiâ iç òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
1) ßêùî f : R → R, òî ôîðìóëà

x∫
0

ds

f(s)
= t

âèçíà÷à¹ ðîçâ'ÿçîê (1) â íåÿâíié ôîðìi.
2) ßêùî f(x) = Ax, äå A � ñòàëà ìàòðèöÿ, òî ðîçâ'ÿçîê (1) âèçíà÷à¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì x(t) = eAt · x0, äå eAt � ìàòðè÷íà åêñïîíåíòà.
Âñi iíøi âèïàäêè ÿâíîãî iíòåãðóâàííÿ íå äîïóñêàþòü.
Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ:

x =

 x1
...
xn

 ∈ Rn, f =

 f1
...
fn

, ∥x∥ =

√
n∑

i=1

x2i � íîðìà â Rn, A =

((aij))
n
i,j=1 ⇒ ∥Ax∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥, äå ∥A∥ =

√
n∑

i=1,j=1

a2ij, ∥x∥∞ = sup
t

∥x(t)∥.

Îäíi¹þ iç âàæëèâèõ çàäà÷ ¹ äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòó ïðî iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó (ëîêàëüíîãî ÷è ãëîáàëüíîãî).

Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiÿ f : Rn → Rn íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ëiïøèöåâîþ,
ÿêùî ∀r > 0 ∃L = L(r) òàêà, ùî ∀x, y ∈ Rn òàêèõ, ùî ∥x∥ ≤ r, ∥y∥ ≤ r

âèêîíó¹òüñÿ
∥f(x)− f(y)∥ ≤ L · ∥x− y∥.

ßêùî L íå çàëåæèòü âiä r, òî f íàçèâà¹òüñÿ ãëîáàëüíî ëiïøèöåâîþ.

Ïðèêëàä 1. ßêùî ôóíêöiÿ f : R → R ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéðâíîþ, òî
f � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà.

Äiéñíî, çà òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ìà¹ìî:

f(x)− f(y) = f ′(θ)(x− y),

äå θ ∈ [x, y]. Òîìó

|f(x)− f(y)| = |f ′(θ)| · |x− y| ≤ max
θ∈[x,y]

|f ′(θ)| · |x− y|.

5



Ïîêëàâøè
L = max

θ∈[x,y]
|f ′(θ)|,

áóäåìî ìàòè ëîêàëüíó ëiïøèöåâiñòü.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé f : Rn → Rn, f iç êëàñó C1 (ó öüîìó âèïàäêó òåæ
ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹). Òîäi f � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà.

Äiéñíî, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

∥f(x)− f(y)∥ ≤ sup
θ∈[x,y]

∥∥∥∥∂f∂x(θ)
∥∥∥∥ · ∥x− y∥,

äå ∂f
∂x =

 ∂f1
∂x1

. . . ∂f1∂xn

. . .
∂fn
∂x1

. . . ∂fn∂xn

 � ìàòðèöÿ ßêîái, L = sup
θ∈[x,y]

∥∥∥∂f
∂x(θ)

∥∥∥.
Òåîðåìà 1 (Ëîêàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ). Íåõàé f : Rn → Rn � ëîêàëü-
íî ëiïøèöåâà. Òîäi ∀x0 ∈ Rn ∃T = T (x0) > 0 òàêå, ùî (1) ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê, âèçíà÷åíèé íà [0, T ].

Äîâåäåííÿ. Ðîçâ'ÿçîê (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

x(t) = x0 +

t∫
0

f(x(s))ds (2)

i íàâïàêè: íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
(1). Äîâåäåìî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü íåïåðåðâíîãî ðîçâ'ÿçêó (2).

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ïðîñòið:

Y = {x ∈ C([0, T ],Rn) : ∥x∥∞ = sup
t∈[0,T ]

∥x(t)∥ ≤ K}

(âåëè÷èíè T,K âèçíà÷åíi íèæ÷å).
Äàëi ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ψ(x) := x0 +

t∫
0

f(x(s))ds.

Âèáåðåìî K > ∥x0∥+ 1, L = L(K), T = 1
∥f(x0)∥+2LK .

Ïåðåâiðèìî, ùî ψ : Y → Y . ßêùî x ∈ Y , òî ∥x∥∞ ≤ K, òîìó

∥ψ(x)(t)∥ =

∥∥∥∥∥∥x0 +
t∫

0

f(x, s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ ∥x0∥+

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

f(x, s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤
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≤ ∥x0∥+
t∫

0

∥f(x(s))− f(x0)∥ds+
t∫

0

∥f(x0)∥ds ≤

≤ ∥x0∥+ 2LKT + ∥f(x0)∥ · T ≤ ∥x0∥+ 1 < K.

Îòæå, ∥ψ(x)∥∞ ≤ K. Ïîêàæåìî, ùî ψ � âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó. Ðîçãëÿíåìî
∥x∥∞ ≤ K, ∥y∥∞ ≤ K. Îòæå, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

∥ψ(x)(t)− ψ(y)(t)∥ ≤
t∫

0

∥f(x(s))− f(y(s))∥ds ≤ L · max
t∈[0,T ]

∥x(t)− y(t)∥ · T.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

ρ(ψ(x), ψ(y)) ≤ L · T · ρ(x, y) = L

∥f(x0)∥+ 2LK
· ρ(x, y).

Ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ K ìà¹ìî, ùî α := L
∥f(x0)∥+2LK < 1, à òîìó ψ �

âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó. Çà òåîðåìîþ Áàíàõà iñíó¹ ¹äèíå x̄ ∈ Y : x̄ = ψ(x̄).
Îòæå, x̄ � ðîçâ'ÿçîê (2), à âiäòàê i (1).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 3. Äîâåñòè ëîêàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äëÿ ñèñòåìè{
ẋ1 = x21 + x2
ẋ2 = x1 · x2

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî ëîêàëüíå iñíóâàííÿ ïîòðiáíî âñòàíî-
âèòè, ùî äëÿ: |x1| ≤ r, |x2| ≤ r ìà¹ìî

∥∥∥∂f
∂x

∥∥∥ ≤ L(r). Ìàòðèöÿ ßêîái ìà¹
âèãëÿä:

∂f

∂x
=

(
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

)
=

(
2x1 1
x2 x1

)
Îöiíèìî íîðìó ìàòðèöi:∥∥∥∥∂f∂x

∥∥∥∥ =
√

4x21 + 1 + x22 + x21 ≤
√

6r2 + 1 = L(r)

Îòæå, f � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà. Òîìó äëÿ ∀x0 =
(
x01
x02

)
∈ R2 iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê x(t) =
(
x1(t)
x2(t)

)
, âèçíà÷åíèé ïðè t ∈ [0, T ], T = T (x0).

Çàóâàæåííÿ 1. Êëàñ ëîêàëüíî ëiïøèöåâèõ ôóíêöié øèðøèé, íiæ êëàñ
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié.
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Ïðèêëàä 4 (Ôóíêöiÿ íàñè÷åííÿ(Saturation Function)). Ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ íàñè÷åííÿ (Ðèñ. 1):

sat(x) =


−1, x < −1
x, x ∈ [−1, 1]
1, x > 1

Âiäîìî, ùî sat(x) /∈ C1, àëå âîíà ¹ ãëîáàëüíî ëiïøèöåâîþ.

Ðèñ. 1

Äiéñíî,
|sat(x)− sat(y)| = 1− x ≤ y − x = |x− y|,

îòæå, L = 1 i ôóíêöiÿ íàñè÷åííÿ ¹ ãëîáàëüíî ëiïøèöåâîþ.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî f íå ¹ íåïåðåðâíîþ, òî f íå ¹ ëîêàëüíî ëiïøèöå-
âîþ. Äiéñíî, íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ

f(x) = sign(x) =


1, ÿêùî x > 0,

0, ÿêùî x = 0,

−1, ÿêùî x < 0.

Ðèñ. 2

íå ¹ ëîêàëüíî ëiïøèöåâîþ (ïðèíàéìíi â îêîëi 0). ßêùî âiçüìåìî xk =
1
k2 , y = 0. Òîäi

|f(xk)− f(y)| = 1 > k|k − y|,
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îñêiëüêè k → ∞, òî f íå ¹ ëîêàëüíî ëiïøèöåâîþ.

Îçíà÷åííÿ 2. Iíòåðâàë [0, T ∗) íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì iíòåðâàëîì
iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó (1), ÿêùî íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçêó y(t) çàäà÷i (1), âèçíà÷å-
íîãî íà [0, T+), T+ > T ∗, ùî x(t) = y(t), t ∈ [0, T ∗). ßêùî T ∗ = ∞, òî x
� ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè âèïàäêiâ, êîëè T ∗ < ∞. Ïåðøèé âèïàäîê öå òàê
çâàíèé åôåêò �blow up� (Ðèñ. 3à). Íà Ðèñ. 3á ïîêàçàíî ðîçâ'ÿçîê, ùî çà-
ëèøà¹òüñÿ îáìåæåíèì, àëå íå ïðîäîâæó¹òüñÿ çà T ∗. Ó âèïàäêó, êîëè f �
ëîêàëüíî ëiïøèöåâà, ñèòóàöiÿ íà Ðèñ. 3á íåìîæëèâèé.

(à) �Blow up� (á) Îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê

Ðèñ. 3

Ëåìà 1. Íåõàé f � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà ôóíêöiÿ. Òîäi ðîçâ'ÿçîê x(t) çàäà÷i
(1) ìà¹ ñêií÷åíèé ìàêñèìàëüíèé iíòåðâàë [0, T ∗) ⇔ ∥x(t)∥ → ∞, t→ T ∗.

Äîâåäåííÿ. Âiäìiòèìî, ùî äîñòàòíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ.
Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íåõàé [0, T ∗) � ìàêñèìàëüíèé iíòåðâàë iñíóâàí-

íÿ, T ∗ <∞, i, âiä ñóïðîòèâíîãî íåõàé sup
t∈[0,T ∗)

∥x(t)∥ ≤ K. Òîäi îñêiëüêè f �

ëîêàëüíî ëiïøèöåâà, à îòæå íåïåðåðâíà, òî ìà¹ìî, ùî f(x(t)) � îáìåæåíà
íà [0, T ∗). Âiäîìî, ùî ðîçâ'ÿçîê x(t) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(x(s))ds

äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ∗).
Äàëi, îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ i îáìåæåíîþ, òî ïðàâà ÷àñòèíà

äàíî¨ iíòåãðàëüíî¨ íåðiâíîñòi ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0, T ∗). Îòæå, i ëiâà ÷àñòèíà
¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Îñêiëüêè iñíó¹ ãðàíèöÿ iíòåãðàëó â ïðàâié ÷àñòè-
íi ïðè t→ T ∗, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ x(t) ïðè t→ T ∗. Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ,
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ùî ðîçâ'ÿçîê ¹ îáìåæåíèì, áóäåìî ìàòè:

lim
t→T ∗

∥x(t)∥ ≤ K,

òîìó x � íåïåðåðâíà íà [0, T ∗]. Äàëi ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâi äàíi (T ∗, x(T ∗))
i çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1 ïðî ëîêàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó. Áóäåìî ìàòè, ùî
x(t) iñíó¹ íà [0, T ∗ + δ), äå δ > 0 � ìàëåíüêå. Çâiäñè îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ
ç òèì, ùî [0, T ∗) ìàêñèìàëüíèé iíòåðâàë.

Ëåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 3. Òâåðäæåííÿ ëåìè 1 ñïðàâåäëèâå i äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f .

Çàóâàæåííÿ 4. ßêùî f íå ¹ íåïåðåðâíîþ, òî ëåìà 1 íå âiðíà.

Ïðèêëàä 5. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ẋ = 1− 2sign(x) =


−1, ÿêùî x > 0,

1, ÿêùî x = 0,

3, ÿêùî x < 0.

Íåõàé x0 < 0. Òîäi ẋ = 3 ⇒ x(t) = x0 + 3t ⇒ T ∗ = −x0/3 ⇒ [0, T ∗]
� ìàêñèìàëüíèé iíòåðâàë iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó, àëå ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê
çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíèì (Ðèñ. 4).

Ðèñ. 4

Öÿ ñèòóàöiÿ íåïðèéíÿòíà ç òî÷êè çîðó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
àäæå ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ÿêùî ðîçâ'ÿçîê îáìåæåíèé, òî âií ïðîäîâ-
æó¹òüñÿ äàëi.

Òåìà 2. Ëåìè Ãðîíóîëëà òà ãëîáàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñè-

ñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà [2, 3]
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Çàóâàæåííÿ 5. Çãiäíî ëåìè 1, ÿêùî ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî ðîçâ'ÿçîê
x(t) çàäà÷i 1 iñíó¹ íà [0, T ] (íà ôiêñîâàíîìó iíòåðâàëi) àáî íà [0,+∞),
íàì ïîòðiáíî âñòàíîâèòè îöiíêó íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

∥x(t)∥ ≤ φ(t), (3)

äå φ iñíó¹ i îáìåæåíà íà [0, T ] àáî íà [0,+∞). Äàëi ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ òàì, äå é φ. Îöiíêè âèãëÿäó 3 âñòàíîâëþþòüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ äèôåðåíöiàëüíèõ íåðiâíîñòåé i íàçèâàþòüñÿ àïðiîðíèìè îöiíêàìè.
ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ îöiíêè (3) äîâåäåìî òåîðåìó Ïåàíî.

Òåîðåìà 2. [Ïåàíî]. ßêùî f : Rn → Rn � íåïåðåðâíà, òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê
(1) íà [0, T ], äå T = T (x0).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä àïðîêñèìàöié. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü
àïðîêñèìàöiéíèõ çàäà÷: {

dxk

dt = fk(xk)
xk(0) = x0

(4)

Âiäîìî, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê xk(t), t ∈ [0, Tk], fk : Rn → Rn � ëî-
êàëüíî ëiïøèöåâi, fk → f ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ ïðè k → ∞ (äîâiëü-
íó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ ìîæíà â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi íàáëèçèòè ãëàäêèìè
ôóíêöiÿìè, çãiäíî òåîðåìè Âåé¹ðøòðàñà, àáî íàâiòü ïîëiíîìàìè).

Íåõàé ∥x− x0∥ ≤ R. Òîäi max
∥x−x0∥≤R

∥f(x)∥ ≤M(R). Ìà¹ìî, ùî

max
∥x−x0∥≤R

∥fk(x)− f(x)∥ → 0, k → ∞.

Òîìó äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ k

max
∥x−x0∥≤R

∥fk(x)∥ ≤ 2M(R).

Ïîêëàäåìî T = R
2M(R) . Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü

xk(t) = x0 +

t∫
0

fk(xk(s))ds.

Çâiäêè

∥xk(t)∥ ≤ ∥x0∥+
t∫

0

2M(R)ds ≤ ∥x0∥+ T · 2M(R) ⇒ ∥xk(t)∥ ≤ ∥x0∥+R.

Ïîêëàäåìî φ(t) := ∥x0∥+ R. Áóäåìî ìàòè, ùî xk(t) iñíó¹ íà [0, T ] (îöiíêà
íå çàëåæèòü âiä k). Äàëi

∥xk(t)− xk(s)∥ ≤ 2M(R)|t− s|.
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Îòæå, çà òåîðåìîþ Àñêîëi-Àðöåëà xk ⇒ x, k → ∞, äå x � ðîçâ'ÿçîê (1)
(Çäiéñíèëè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 6. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó{
ẋ1 = x1 + 2x2
ẋ2 = sin(x21) + x2

(5)

Ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñü â ëîêàëüíîìó iñíóâàííi ðîçâ'ÿçêó, òîáòî ïîêà-
æåìî, ùî ÿêùî |x1| ≤ r, |x2| ≤ r, òî∥∥∥∥∂f∂x

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
(

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

)∥∥∥∥∥ ≤ L(r).

Çàóâàæèìî, ùî öå çðó÷íèé ïðèéîì äëÿ ïåðåâiðêè ëiïøèöåâîñòi ôóíêöi¨
âiä êiëüêîõ çìiííèõ. Ó íàøîìó âèïàäêó

∂f

∂x
=

(
1 2

2x1 cos(x
2
1) 1

)
Çâiäêè ìà¹ìî, ùî∥∥∥∥∂f∂x

∥∥∥∥ =
√

12 + 22 + 4x21 cos
2(x21) + 12 =

√
6 + 4x21 cos

2(x21) ≤
√

6 + 4r2 =: L(r).

Âñòàíîâèìî ãëîáàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó. Òàì, äå ðîçâ'ÿçîê iñíó¹, ïî-
ìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿíí íà x1, äðóãå � íà x2 i äîäàìî:

ẋ1x1 + ẋ2x2 = x21 + 2x1x2 + x2 sin(x
2
1) + x22

1

2

d

dt
x21 +

1

2

d

dt
x22 = x21 + x22 + 2x1x2 + x2 sinx

2
1

1

2

d

dt
(x21 + x22) ≤ x21 + x22 + x21 + x22 + |x2| · 1

d

dt
(x21 + x22) ≤ 4(x21 + x22) + x22 + 1 ≤ 5(x21 + x22) + 1

Â ñèëó íåðiâíîñòi Ãðîíóîëà, ùî ðîçãëÿíåìî íèæ÷å, äëÿ äîâiëüíèõ t, äå
âèêîíó¹òüñÿ öÿ íåðiâíiñòü, áóäåìî ìàòè:

∥x(t)∥2 = x21(t) + x22(t) ≤
(
x21(0) + x22(0) +

1

5

)
e5t − 1

5
=: φ(t).

Îñêiëüêè φ(t) iñíó¹ ∀t ≥ 0, òî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5) iñíó¹ íà
[0,+∞).
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Òåîðåìà 3 (Ëåìà Ãðîíóîëà â äèôåðåíöiàëüíié ôîðìi). Íåõàé x ∈
C1([0, T ]) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

d

dt
x(t) ≤ g(t) · x(t) + h(t).

Ïîêëàäåìî G(t) =
t∫
0

g(s)ds. Òîäi ∀t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:

x(t) ≤ x(0) · eG(t) +

t∫
0

eG(t)−G(s) · h(s)ds (6)

Íàñëiäîê 1. ßêùî d
dtx(t) ≤ a · x(t) + b, òî G(t) = at. Òîäi íåðiâíiñòü (6)

ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

x(t) ≤ x(0)eat+

t∫
0

ea(t−s)·bds = x(0)eat+eat·b
t∫

0

e−asds =

(
x(0) +

b

a

)
eat− b

a
.

Çàóâàæåííÿ 6. Â ïðèêëàäi 6 âèêîðèñòàíà îöiíêà iç íàñëiäêó 1 äëÿ a = 5,
b = 1.

Äîâåäåííÿ. (òåîðåìè 3) Ðîçãëÿíåìî íåðiâíiñòü

d

dt
x(t)− g(t)x(t) ≤ h(t) (7)

Ïîìíîæèìî íåðiâíiñòü (7) íà e−G(t) i îòðèìà¹ìî:(
d

dt
x(t)− d

dt
G(t)x(t)

)
e−G(t) ≤ h(t)e−G(t)

d

dt

(
x(t)e−G(t)

)
≤ h(t)e−G(t)

àáî
d

ds

(
x(s)e−G(s)

)
≤ h(s)e−G(s)

Ïðîiíòåãðóâàâøè âiä 0 äî t, áóäåìî ìàòè:

x(t)e−G(t) − x(0)e−G(0) ≤
t∫

0

e−G(s) · h(s)ds

àáî

x(t) ≤ x(0) · eG(t) +

t∫
0

eG(t)e−G(s) · h(s)ds,

çâiäêè ìà¹ìî íåðiâíiñòü (6).
Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 4 (Ëåìà Ãðîíóîëà â iíòåãðàëüíié ôîðìi). Íåõàé x ∈ C([0, T ])
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

x(t) ≤ α(t) +

t∫
0

β(s)x(s)ds, (8)

äå α � ìîíîòîííî íåñïàäíà, β ≥ 0 � íåïåðåðâíà. Òîäi ∀t ∈ [0, T ] ìà¹ ìiñöå
íåðiâíiñòü

x(t) ≤ α(t) · e
t∫
0

β(s)ds
. (9)

Íàñëiäîê 2. ßêùî x(t) ≤ C +
t∫
0

β(s)x(s)ds, òî

x(t) ≤ C · e
t∫
0

β(s)ds
.

Äîâåäåííÿ. (òåîðåìè 4) Ïîêëàäåìî

u(t) =

t∫
0

β(s)x(s)ds.

Ìà¹ìî, ùî u ∈ C1([0, T ]). Ç (8) îòðèìó¹ìî u(t) ≥ x(t)−α(t), u(0) = 0. Òîäi

u′(t) = β(t)x(t) ≤ β(t)(u(t) + α(t)) ⇒

u′(t) ≤ β(t)u(t) + β(t)α(t)

Òîäi ç òåîðåìè 3 ìà¹ìî, ùî

u(t) ≤ u(0)︸︷︷︸
=0

e

t∫
0

β(s)ds
+

t∫
0

e

t∫
s

β(τ)dτ
· β(s)α(s)ds ≤

α(t) ·
t∫

0

e

t∫
s

β(τ)dτ
· β(s)ds = α(t)e

t∫
0

β(τ)dτ
·

t∫
0

e
−

s∫
0

β(τ)dτ
β(s)︸ ︷︷ ︸

− d
dse

−
s∫
0 β(τ)dτ

ds =

= α(t)e

t∫
s

β(τ)dτ

(
1− e

−
t∫
0

β(τ)dτ

)
= α(t)e

t∫
s

β(τ)dτ
− α(t) ⇒

u(t) + α(t)︸ ︷︷ ︸
≥x(t)

≤ α(t)e

t∫
0

β(τ)dτ
.

Çâiäñè ìà¹ìî íåðiâíiñòü (9).
Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Çàóâàæåííÿ 7. ßêùî x ∈ C1([0, T ],Rn), òî

1

2

d

dt
∥x(t)∥2 = (ẋ(t), x(t)).

Ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó
ẋ = f(x), (10)

äå f : Rn → Rn � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà ôóíêöiÿ.

Òåîðåìà 5 (Ãëîáàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó â ñèñòåìi ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ
ëiíiéíîãî ðîñòó). Íåõàé â ñèñòåìi (10) ôóíêöiÿ f ìà¹ íàñòóïíó âëàñòè-
âiñòü:

∥f(x)∥ ≤ A · ∥x∥+B,

äå A,B � ñòàëi. Òîäi ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (10) iñíó¹ íà [0,+∞).

Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèìî ñèñòåìó (10) ñêàëÿðíî íà x:

(ẋ, x) = (f(x), x)

Äàëi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

1

2

d

dt
∥x(t)∥2 ≤ ∥f(x)∥ · ∥x∥ ≤ A∥x∥2 +B∥x∥

Ñêîðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ Þíãà 2ab ≤ ε · a2 + b2

ε ∀ε > 0 i îòðèìà¹ìî:

d

dt
∥x(t)∥2 ≤ 2A∥x∥2 + 2B∥x∥ ≤ (2A+ ε)∥x∥2 + B2

ε
.

Çâiäñè çà ëåìîþ Ãðîíóîëà ìà¹ìî:

∥x(t)∥2 ≤
(
∥x(0)∥2 + B2

ε2(2A+ ε)

)
e(2A+ε)t

Ïðàâà ÷àñòèíà iñíó¹ ∀t ≥ 0. Îòæå, äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ ∀t ≥ 0.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 8. ßêùî f(x) = Ax+ b, òî

∥f(x)∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥+ ∥b∥.

Çàóâàæåííÿ 9. Íåõàé f : Rn → Rn � ãëîáàëüíî ëiïøèöåâà:

∃L > 0 : ∀x, y ∈ Rn

∥f(x)− f(y)∥ ≤ L∥x− y∥.
Òîäi

∥f(x)∥ = ∥f(x)− f(0) + f(0)∥ ≤ ∥f(x)− f(0)∥+ ∥f(0)∥ ≤ L∥x∥+ ∥f(0)∥.
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Òåîðåìà 6 (íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ). Íå-
õàé x(t), y(t) � ðîçâ'ÿçêè (10) íà [0, T ], x(0) = x0, y(0) = y0. Òîäi

∃L = L(x0, y0, T ) : ∀t ∈ [0, T ]

∥x(t)− y(t)∥ ≤ eLt∥x0 − y0∥. (11)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
sup
t∈[0,T ]

(∥x(t)∥+ ∥y(t)∥) ≤ r.

Òîäi ðîçãëÿíåìî z(t) = x(t) − y(t). Ïîìíîæèìî ñèñòåìó ż = f(x) − f(y)
ñêàëÿðíî íà z. Îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

1

2

d

dt
∥z(t)∥2 ≤ ∥f(x)− f(y)∥ · ∥z∥.

Çâiäêè ìà¹ìî íåðiâíiñòü

d

dt
∥z(t)∥2 ≤ 2L∥z∥2.

Äàëi çà ëåìîþ Ãðîíóîëà

∥z(t)∥2 ≤ e2Lt · ∥z(0)∥2

àáî
∥z(t)∥ ≤ eLt∥z(0)∥.

Çâiäêè ìà¹ìî íåðiâíiñòü (11).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 10. ßêùî f � ãëîáàëüíî ëiïøèöåâà, òî L íå çàëåæèòü âiä
x0, y0, T .

Íàãàäà¹ìî ïîíÿòòÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 3. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → Rn � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà, ÿêùî
∀ε > 0 ∃δ > 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ (ak, bk),∑
k

(bk − ak) < δ âèêîíó¹òüñÿ

∑
k

∥f(bk)− f(ak)∥ ≤ ε

Çàóâàæåííÿ 11. ßêùî â ÿêîñòi ñèñòåìè iíòåðâàëiâ iç îçíà÷åííÿ 3 âçÿ-
òè îäèí iíòåðâàë, òî îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨. Òàêèì
÷èíîì, ìà¹ìî ïiäñèëåííÿ ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.

Íàñëiäîê 3. f � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ⇒ f � íåïåðåðâíà.
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Íàñëiäîê 4. f � ëiïøèöåâà ⇒ f � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà.
Äiéñíî,∑

k

∥f(bk)− f(ak)∥ ≤
∑
k

L|bk − ak| = L
∑
k

|bk − ak| < δL < ε, δ < ε/L.

Òåîðåìà 7. ßêùî f � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ⇔ ∃f ′(x) äëÿ ìàéæå âñiõ
(ì.â.) x ∈ [a, b] i ïðè öüîìó ∀x ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà:

f(x) = f(a) +

x∫
a

f ′(t)dt

Ïðèêëàä 7. Ôóíêöiÿ f(x) = |x| � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà. Âîíà ìà¹ ïîõi-
äíó íå ó âñiõ òî÷êàõ, àëå öèõ òî÷îê ìàëî.

Îçíà÷åííÿ 4. Ìíîæèíà A ìà¹ �ìiðó íóëü�, ÿêùî ∀ε > 0

A ⊂
⋃
k

Ik,
∑
k

|Ik| < ε

Ïðèêëàä 8. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ìíîæèí ìîæóòü áóòè: A =
{x1, · · · , xn}, A = Q

⋂
[0, 1].

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîíÿòòÿ �ìàéæå ñêðiçü� öå ñêðiçü çà âèêëþ÷åííÿì ìíî-
æèíè ìiðè íóëü.

Ïðèêëàä 9. f(x) = |x| ⇒ ∃f ′(x) ∀x ̸= 0

Çàóâàæåííÿ 12. f ∈ C1([a, b];Rn) ⇒ f � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà.

Ëåìà 2. ßêùî x : [0, T ] → Rn � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òî ôóí-
êöiÿ t 7→ ∥x(t)∥ � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

d

dt
∥x(t)∥ ≤ ∥ẋ(t)∥ ì.ñ. (12)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ t 7→ ∥x(t)∥ � àáñîëþòíî íåïå-
ðåðâíà.
Îñêiëüêè ∑

k

|∥x(bk)∥ − ∥x(ak)∥| ≤
∑
k

∥x(bk)− x(ak)∥ < ε,

ÿê òiëüêè
∑
k

(bk−ak) < δ, òî çà îçíà÷åííÿì 3 ôóíêöiÿ t 7→ ∥x(t)∥ � àáñîëþ-

òíî íåïåðåðâíà, à îòæå ìà¹ ïîõiäíó ìàéæå ñêðiçü. Âñòàíîâèìî íåðiâíiñòü
(12). Íåõàé â òî÷öi t iñíóþòü d

dt∥x(t)∥ i ẋ(t). Òîäi äëÿ ôiêñîâàíîãî h > 0
âèêîíó¹òüñÿ

1

h
(∥x(t+ h)∥ − ∥x(t)∥) ≤ 1

h
∥x(t+ h)− x(t)∥
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1

h
(∥x(t+ h)∥ − ∥x(t)∥) ≤

∥∥∥∥1h(x(t+ h)− x(t))

∥∥∥∥ (13)

i ïðè h→ 0+ ç (13) áóäåìî ìàòè

d

dt
∥x(t)∥ ≤ ∥ẋ(t)∥ ì.ñ.

Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 3. Íåõàé x, y ∈ C([0, T ]), i íåõàé âèêîíó¹òüñÿ

x(t) ≤ y(t)ì.ñ. (14)

Òîäi x(t) ≤ y(t) ∀t ∈ [0, T ].

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [0, T ] ∃tk → t òàêà, ùî

x(tk) ≤ y(tk). (15)

Îñêiëüêè x(·), y(·) � íåïåðåðâíi, òî ïåðåéøîâøè â (15) äî ãðàíèöi ïðè t→
∞ áóäåìî ìàòè (14).

Ëåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 13 (ìîäèôiêàöiÿ ëåìè Ãðîíóîëà). Íåõàé dx
dt ≤ g(t)x + h(t)

ì.ñ., òî ∀t âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

x(t) ≤ eG(t)x(0) +

t∫
0

eG(t)−G(s)h(s)ds.

Íàñëiäîê 5. Íåõàé äëÿ ẋ = f(x) âèêîíó¹òüñÿ

∥f(x)∥ ≤ A · ∥x∥+B.

Òîäi ∀t ≥ 0

∥x(t)∥ ≤
(
∥x(0)∥+ B

A

)
eAt

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ẋ = f(x). Òîäi

d

dt
∥x(t)∥ ≤ ∥ẋ(t)∥ = ∥f(x)∥ ≤ A∥x∥+B ì.ñ.

Çà ëåìîþ Ãðîíóîëà ∀t ≥ 0

∥x(t)∥ ≤ eAt∥x(0)∥+
t∫

0

eA(t−s) ·Bds =
(
∥x(0)∥+ B

A

)
eAt
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Çîêðåìà, ÿêùî ∥f(x)∥ ≤ B, òî ∀t ≥ 0 ∥x(t)∥ ≤ ∥x(0)∥+Bt.
Äiéñíî,

d

dt
∥x(t)∥ ≤ ∥f(x)∥ ≤ B ì.ñ. ⇒

∥x(t)∥ ≤ ∥x(0)∥+Bt ì.ñ.,

òîìó öå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñiõ t.
Íàñëiäîê äîâåäåíèé.

Ëåìà 4. Íåõàé f : Rn → Rn � íåïåðåðâíà i îáìåæåíà, çàäà÷à Êîøi{
ẋ = f(x)
x(0) = x0

(16)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x(t, x0). Òîäi ∀T > 0

sup
t∈[0,T ]

∥x(t, x0)− x(t, xk0)∥ → 0, xk0 → x0.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî xk(t) := x(t, xk0), sup
x∈Rn

∥f(x)∥ ≤ M . Òîäi ç (16) ì.ñ.

âèêîíó¹òüñÿ
d

dt
∥xk(t)∥ ≤ ∥ẋk(t)∥ = ∥f(xk)∥ ≤M ⇒

∀t ∈ [0, T ] ∥xk(t)∥ ≤ ∥xk0∥+MT

Îòæå, {xk} � îáìåæåíà.
Ìà¹ìî, ùî

xk(t)− xk(s) =

t∫
s

ẋk(τ)dτ ⇒

∥xk(t)− xk(s)∥ ≤
t∫

s

∥ẋk(τ)∥dτ ≤M |t− s|

Òîìó {xk} � ðiâíîñòåïåíåâî íåïåðåðâíà. Òîìó çà òåîðåìîþ Àñêîëi-Àðöåëà
(ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi) ìà¹ìî:

xk ⇒ x â C([0, T ]) ⇔

sup
t∈[0,T ]

∥xk(t)− x(t)∥ → 0, k → ∞.

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè k → ∞ â ðiâíîñòi

xk(t) = xk0 +

t∫
0

f(xk(s))ds,

îäåðæó¹ìî, ùî x(t) = x(t, x0) (áî öå ðîçâ'ÿçîê i âií ¹äèíèé).
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Ëåìà 5. Íåõàé f : Rn → Rn � ãëîáàëüíî ëiïøèöåâà ôóíêöiÿ, g : Rn → Rn

� íåïåðåðâíà, ∥f − g∥∞ = sup
x∈Rn

∥f(x) − g(x)∥ < ∞. Íåõàé x(t) � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i {
ẋ = f(x)
x(0) = x0

, (17)

y(t) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i {
ẏ = g(y)
y(0) = x0

. (18)

Òîäi ∀t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥x(t)− y(t)∥ ≤ ∥f − g∥∞
L

· eLt,

äå L � ñòàëà Ëiïøèöÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî f � ãëîáàëüíî ëiïøèöåâà, òî ðîçâ'ÿçîê x(t) çàäà÷i (17)
iñíó¹ íà [0, T ] ïðèíàéìíi, i îñêiëüêè g � íåïåðåðâíà, òî iñíó¹ ïðèíàéìíi
îäèí ðîçâ'ÿçîê y(t) çàäà÷i (18) íà ÿêîìóñü ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi. Âiçüìåìî
ñïiëüíèé iíòåðâàë iñíóâàííÿ i ðîçãëÿíåìî z(t) = x(t)− y(t) ⇒ ż = f(x)−
g(y). Äàëi ðîçãëÿíåìî

d

dt
∥z(t)∥ ≤ ∥ż(t)∥ ≤ ∥f(x)− g(y)∥ ≤ ∥f(x)− g(y)∥+ ∥f(y)− g(y)∥

Îäåðæó¹ìî: äëÿ ì.â. t âèêîíó¹òüñÿ

d

dt
∥z(t)∥ ≤ L∥z(t)∥+ ∥f − g∥∞

Çà ëåìîþ Ãðîíóîëà: ∀t ≥ 0

∥z(t)∥ ≤
(
∥z(0)∥+ ∥f − g∥∞

L

)
eLt

Ëåìà äîâåäåíà.

Âïðàâè

1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü ẋ = Ax. Äîâåñòè: ∥x(t)∥ ≤ M∥x(0)∥e−δt.
Âêàçàòè çíà÷åííÿ δ.

à) A =

(
1 −2
2 −3

)
á) A =

(
−3 −2
4 1

)
â) A =

−1 1 0
−2 −1 1
0 −2 −1


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Âêàçiâêà: çíàéòè âëàñíi ÷èñëà A i ñêîðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ: ÿêùî ∥eAt∥ ≤
Me−δt, Re(λ) < −δ
2. Äîâåñòè ãëîáàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü (äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ íà [0,+∞))
äëÿ íàñòóïíèõ ñèñòåì:
à) ẋ = x+ 2 sin(x)

á)

{
ẋ = x+ y

ẏ = e−x2

+ y

â)

{
ẋ = −x+ 2y

1+y2

ẏ = −y + 2x
1+x2

Òåìà 3. Ñòiéêiñòü: îñíîâíi ïîíÿòòÿ i ëiíåàðèçàöiÿ

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà [1, 2, 5, 6, 7]
Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà

ẋ = f(x). (19)

Ââàæà¹ìî, ùî f : Rn → Rn � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà (äëÿ ëîêàëüíîãî iñíó-
âàííÿ ðîçâ'ÿçêó äëÿ äîâiëüíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ iç Rn) i íåõàé ∃x̄ ∈ Rn :
f(x̄) = 0 ⇒ x̄ � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (19). Áóäåìî äîñëiäæóâàòè
ñòiéêiñòü öüîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Îçíà÷åííÿ 5. x̄ íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì, ÿêùî ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêå, ùî

∥x(0)− x̄∥ < δ ⇒ ∥x(t)− x̄∥ < ε ∀t ≥ 0

Ðèñ. 5

Ïðèêëàä 10. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẋ = 0, x̄ = 0 � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.
Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ x = C. Âîíè çîâñiì òðîõè âiäõèëåíi âiä 0, àëå
íå íàáëèæàþòüñÿ àñèìïòîòè÷íî (Ðèñ. 6).
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Ðèñ. 6

Îçíà÷åííÿ 6. x̄ íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, ÿêùî x̄ � ñòiéêèé
i ∃δ > 0 òàêå, ùî

∥x(0)− x̄∥ < δ ⇒ lim
t→∞

∥x(t)− x̄∥ = 0.

Ïðèêëàä 11. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ: ẋ = −x, x̄ = 0 � ïîëîæåííÿ ðiâíîâà-
ãè. Ðîçâ'ÿçêàìè ¹ ôóíêöi¨ x(t) = x0e

−t (Ðèñ. 7) i

|x(t)− x̄| ≤ |x0|e−t → 0, t→ ∞.

Ðèñ. 7

Îçíà÷åííÿ 7. x̄ íàçèâà¹òüñÿ íåñòiéêèì, ÿêùî ïîðóøó¹òüñÿ îçíà÷åííÿ
5, òîáòî ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ ðîçâ'ÿçêè âèõîäÿòü çà ìåæi ε-ñìóæêè.

Ïðèêëàä 12. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẋ = x, x̄ = 0 � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.
Âñi iíøi ðîçâ'ÿçêè âèçíà÷àþòüñÿ ÿê x(t) = x0e

t i íåçàëåæíî âiä ïî÷àòêî-
âèõ äàíèõ x0 ̸= 0 i |x(t)− x̄| → ∞, t→ ∞ (Ðèñ. 8).
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Ðèñ. 8

Çàóâàæåííÿ 14. Ïîíÿòòÿ ñòiéêîñòi ïîâ'ÿçàíå ç äîñëiäæåííÿì ïîâåäií-
êè ðîçâ'ÿçêó íà íåñêií÷åííîñòi. I äëÿ òîãî, ùîá âîíà âèêîíóâàëàñü íåäî-
ñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ãëàäêiñòü ïðàâî¨ ÷àñòèíè.

Ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ ẋ = f(x), f : R → R. Íàãàäà¹ìî òàêó âëàñòèâiñòü:
ÿêùî x̄ � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (f(x̄) = 0), òî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê x(t) ìî-
íîòîííî ïðÿìó¹ äî x̄ ïðè t→ +∞ àáî t→ −∞. Ìîæóòü áóòè, íàïðèêëàä,
òàêi ñèòóàöi¨ (Ðèñ. 9, Ðèñ. 10):

Ðèñ. 9

Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ çîáðàçèòè ñõåìàòè÷íî ïîâåäiíêó iíòåãðàëüíèõ
êðèâèõ, íàâiòü íå ìàþ÷è ¨õ ÿâíîãî àíàëiòè÷íîãî âèãëÿäó.

Ïðèêëàä 13. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẋ = x(1− x).
ßâíå çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàéìà¹ ÷àñ. Âèçíà÷èìî ïîëîæåííÿ ðiâ-

íîâàãè: x̄ = 0, x̄ = 1. Çîáðàçèìî ïîâåäiíêó iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ (Ðèñ. 11).
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Ðèñ. 10

Ïðè öüîìó ó ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ñòàðòóþòü ç x0 íåìà¹ âåðòèêàëüíèõ àñèì-
ïòîò, âîíè çàëèøàþòüñÿ îáìåæåíèìè, à ó iíøèõ ìîæóòü áóòè, òîáòî
âîíè íåîáîâ'ÿçêîâî iñíóþòü íà âñié îñi.

Ëåìà 6. Íåõàé f : R → R � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà, f(x̄) = 0, ∃f ′(x̄). Òîäi
• ÿêùî f ′(x̄) < 0, òî x̄ � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè;
• ÿêùî f ′(x̄) > 0, òî x̄ � íåñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Äîâåäåííÿ. Â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x̄ ìà¹ìî

|f(x)| = |f(x)− f(x̄)| ≤ L|x− x̄|.

Òîäi ç ôîðìóëè t =
x∫

x0

ds
f(s) ìà¹ìî:

t ≥

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

ds

L|s− s̄|

∣∣∣∣∣∣ = 1

L

∣∣∣∣ln ∣∣∣∣ x− x̄

x0 − x̄

∣∣∣∣∣∣∣∣→ ∞, x→ x̄,

òîìó ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü íà (0,+∞) â äåÿêîìó îêîëi x̄.
Íåõàé f ′(x̄) = α < 0. Òîäi

f(x) = α(x− x̄) + o(x− x̄), x→ x̄.

Çâiäñè â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x̄{
f(x) > 0, x < x̄

f(x) < 0, x > x̄
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Ðèñ. 11

Òîìó x(t) → x̄, t → +∞, çâiäêè ìà¹ìî, ùî x̄ � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (Ðèñ. 12).

Ðèñ. 12

Äëÿ äðóãîãî âèïàäêó äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.

Çàóâàæåííÿ 15. ßêùî f ′(x̄) = 0, òî çà çíàêîì f ′ íi÷îãî ñêàçàòè íå
ìîæíà.

Ïðèêëàä 14. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẋ = x2(1 − x) = f(x), x̄1 = 1, x̄2 = 0
� äâà ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Ìà¹ìî f ′(x) = 2x− 3x2

f ′(x1) = −1 < 0 ⇒ x̄1 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè;
f ′(x̄2) = 0 ⇒ x̄2 � ïðî ñòiéêiñòü íi÷îãî íå ìîæåìî ñêàçàòè.

Ðîçãëÿíåìî öþ ñèòóàöiþ äåòàëüíiøå, ïðîàíàëiçóâàâøè ìàëþíîê (Ðèñ.
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13).

Ðèñ. 13

Çà ìàëþíêîì âèäíî, ùî x̄2 � íåñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, áî õî÷
ðîçâ'ÿçêè, ùî ñòàðòóþòü ç x0 < 0 i �òÿãíóòüñÿ� äî x̄2 = 0, àëå ðîçâ'ÿçêè
äëÿ x̄0 > 0 �ïîòÿãíóòüñÿ� âãîðó äî x̄1 = 1, òîìó íàâiòü ÿêùî ìè âiçüìå-
ìî äîñòàòíüî ìàëèé îêië, ç ÿêîãî áåðåìî ïî÷àòêîâi äàíi, òî ðîçâ'ÿçêè
�ðîçëåòÿòüñÿ�.

Ïðèêëàä 15. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẋ = x3(x− 1). Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè:
x̄1 = 1, x̄2 = 0. Ìà¹ìî f ′(x) = 4x3 − 3x2 i
f ′(x̄1) = 1 > 0 ⇒ x̄1 � íåñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè;
f ′(x̄2) = 0 ⇒ õàðàêòåð ñòiéêîñòi x̄2 íå âäà¹òüñÿ âèçíà÷èòè.

Ðèñ. 14

Ïðîòå çà ìàëþíêîì (Ðèñ. 14) âèäíî, ùî x̄2 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå
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ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.
Êðiì òîãî, çà ìàëþíêîì ùå ðàç ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî ñòiéêiñòü öå äî-

ñèòü ëîêàëüíà õàðàêòåðèñòèêà i çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. ßêùî
ó íàøîìó âèïàäêó x0 < 0, òî âñi iíòåãðàëüíi êðèâi àñèìïòîòè÷íî �ïðè-
òÿãóþòüñÿ� äî x̄2 = 0, à îò ó âèïàäêó x0 > 0 õàðàêòåð ñòiéêîñòi âiäði-
çíÿ¹òüñÿ äëÿ 0 < x0 < 1 i äëÿ x0 > 1.

Äàëi ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
ẋ = Ax (20)

A � n× n � ñòàëà ìàòðèöÿ
Ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Ax = 0. Êðiì x̄ = 0 öÿ

ñèñòåìà ìîæå ìàòè ùå ðîçâ'ÿçêè.
ßêùî det(A) = 0 ⇒ (20) ìà¹ ïiäïðîñòið ïîëîæåíü ðiâíîâàãè.
ßêùî det(A) ̸= 0 ⇒ (20) ìà¹ ¹äèíå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x̄ = 0.

Çàóâàæåííÿ 16. Ñòiéêiñòü äîâiëüíîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè
(20) åêâiâàëåíòíà ñòiéêîñòi x̄ = 0.

Ëåìà 7. Íåõàé {λi} � âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A. Òîäi:
• x̄ = 0 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ⇔ ∀λi Re(λi) <

0;
• x̄ = 0 � ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ⇔ ∀λi Re(λi) ≤ 0, i ÿêùî

Re(λ) = 0, òî êðàòíiñòü λ = n − rank(A − λE), äå E � îäèíè÷íà ìà-
òðèöÿ ðîçìiðíîñòi n× n;

• x̄ = 0 � íåñòiéêå ⇔ êîëè àáî ∃λ : Re(λ) > 0 àáî Re(λi) ≤ 0, àëå
êðàòíiñòü λ > n− rank(A− λE).

Äîâåäåííÿ. Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê (20) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi: x(t) = x0e
At,

eAt = Hdiag
[
eλ1tTm1

(t), . . . , eλsTms
(t)
]
H−1, äå

Tm(s) =


1 t t2

2! · · · tm−1

(m−1)!

0 1 t · · · tm−2

(m−2)!

0 0 1 · · · t
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1

 ,

m � ðîçìið Æîðäàíîâî¨ êëiòèíè, ùî âiäïîâiäà¹ λ.
ßêùî ∀λ Re(λ) < 0, òî ∥eAt∥ → 0, t → ∞. Çâiäêè ìà¹ìî àñèìïòîòè÷íó

ñòiéêiñòü.
ßêùî Re(λ) = 0 i êðàòíiñòü λ = n− rank(A− λE) ⇒ mi = 1 i ∥Tmi

(t)∥
� îáìåæåíà, à îòæå ∥eAt∥ � îáìåæåíà. Òîìó x̄ = 0 � ñòiéêå.

Ëåìà äîâåäåíà.
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Íàñëiäîê 6. ßêùî ∀λi Re(λi) < −γ < 0, òî ∃M ≥ 1 (ìîæíà âèáðàòè
ñàìå òàêå), ùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

∀t ≥ 0 ∥eAt∥ ≤M · e−γt

Ïðèêëàä 16 (Ëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ ç äèñèïàöi¹þ). Ðîçãëÿíåìî íà-
ñòóïíå ðiâíÿííÿ

ẍ+ βẋ+ ω2x = 0, β ≥ 0, ω > 0.

Äèñèïàöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ íàÿâíiñòþ äðóãîãî äîäàíêó ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâ-
íÿííÿ. ßêùî öüîãî äîäàíêó íåìà¹, òî ìà¹ìî êîíñåðâàòèâíó ñèñòåìó.

Ââåäåìî íîâó çìiííó ẋ = y. Â çìiííèõ (x, y) ìà¹ìî ñèñòåìó:{
ẋ = y
ẏ = −ω2x− βy

Ìàòðèöÿ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä A =

(
0 1

−ω2 −β

)
. Ðîçãëÿíåìî z =

(
x

y

)
.

Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ A: −λ(−β − λ) + ω2 = 0 àáî

λ2 + βλ+ ω2 = 0. Éîãî êîðåíi λ1,2 =
−β±

√
β2−4ω2

2 .

ßêùî β ≥ 2ω ⇒ λ1, λ2 � äiéñíi, âiä'¹ìíi ⇒ z̄ =

(
0
0

)
� àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêå.

ßêùî β < 2ω ⇒ Re(λ1,2) = −β
2 < 0 ⇒ z̄ =

(
0
0

)
� àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêå.
Òîáòî â ñèñòåìi ç äèñèïàöi¹þ ó íàñ çàâæäè ¹ àñèìïòîòè÷íà ñòié-

êiñòü.
Áiëüøå òîãî, ∀t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ ∥z(t)∥ ≤M · ∥z(0)∥e−δt, äå

δ <

{
1
2(β −

√
β2 − 4ω2), β ≥ 2ω

β
2 , β < 2ω

Òåðåð ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ñèñòåìè:

ẋ = f(x), x(t) ∈ Rn (21)

Ââàæà¹ìî, ùî f(0̄) = 0. Äîñëiäèìî ñòiéêiñòü x̄ = 0̄. Íåõàé f ∈ C1(Oδ(0̄)),
Oδ(0̄) = {x ∈ Rn| ∥x∥ < δ}.

Ïðåäñòàâèìî ôóíêöiþ f ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

f(x) =

1∫
0

d

ds
f(sx)ds =

 1∫
0

∂f

∂x
(sx)

 · x =
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=

 1∫
0

∂f

∂x
(sx)± ∂f

∂x
(0̄)

 · x =

=
∂f

∂x
(0̄)︸ ︷︷ ︸
A

x+

1∫
0

(
∂f

∂x
(sx)− ∂f

∂x
(0̄)

)
ds

︸ ︷︷ ︸
G(x)

·x,

A = ∂f
∂x(0̄) � ìàòðèöÿ 1-ãî íàáëèæåííÿ, µ(r) = max

∥x∥≤r
∥G(s)∥ → 0, r → 0 i

µ(r) � êîðåêòíî îçíà÷åíà.
Îòæå, ñèñòåìà (21) ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

ẋ = Ax+G(x) · x (22)

Òåîðåìà 8. [Ïðî ëiíåàðèçàöiþ] Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:
1) x̄ = 0̄ � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå, ÿêùî ∀λ � âëàñíîãî ÷èñëà A ìà¹ìî
Re(λ) < 0;
2) x̄ = 0̄ � íåñòiéêå, ÿêùî ∃λ � âëàñíå ÷èñëî A: Re(λ) > 0.

Äîâåäåííÿ. (ïóíêòó 1) Âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíèé ôàêò: ÿêùî ∀λ Re(λ) < 0,
òî ∃γ > 0 ∃M ≥ 1:

∥eAt∥ ≤Me−γt ∀t ≥ 0.

Âèáåðåìî r > 0 òàêå, ùî µ(r) < γ
M .

Íåõàé x0 : ∥x0∥ < r
M ≤ r ⇒ ç òåîðåìè 1 ðîçâ'ÿçîê, ùî ñòàðòó¹ ç x0

iñíó¹ ïðèíàéìíi ëîêàëüíî, i âåñü ðîçâ'ÿçîê çà íîðìîþ < r. Ïîçíà÷èìî T =
sup{t > 0| ∥x(t)∥ < r} ≤ ∞. Äëÿ ∀t ∈ [0, T )

x(t) = eAtx0 +

t∫
0

eA(t−s)G(x(s))x(s)ds. (23)

Öþ ôîðìóëó ìîæíà îòðèìàòè, âèõîäÿ÷è iç ìåòîäó âàðiàöi¨ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨,
ðîçóìiþ÷è (22) ÿê ëiíiéíó íåîäíîðiäíó ñèñòåìó.

Âèâåäåìî iç (23) àïðiîðíó îöiíêó:

∥x(t)∥ ≤Me−γt∥x0∥+
t∫

0

Me−γ(t−s) ∥G(x(s))∥︸ ︷︷ ︸
≤µ(r)

·∥x(s)∥ds

àáî

∥x(t)∥ ≤Me−γt∥x0∥+
t∫

0

Me−γ(t−s) · µ(r) · ∥x(s)∥ds
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Äîìíîæèìî îñòàííþ íåðiâíiñòü íà eγt:

∥x(t)∥eγt ≤M · ∥x0∥+
t∫

0

Mµ(r)eγs∥x(s)∥ds

Òîäi çà ëåìîþ Ãðîíóîëà: ∀t ∈ [0, T )

∥x(t)∥eγt ≤M∥x0∥e
t∫
0

Mµ(r)ds
.

Îòæå, ∀t ∈ [0, T ) ìà¹ìî íåðiâíiñòü

∥x(t)∥ ≤M∥x0∥e(Mµ(r)−γ)t (24)

Çâàæàþ÷è íà âèáið µ(r) òà âèáið x0 îòðèìà¹ìî òàêèé ëàíöþæîê ìiðêó-
âàíü: ∀t ∈ [0, T ] ∥x(t)∥ < r ⇒ T = ∞ ⇒ ∀t ≥ 0 ∥x(t)∥ < r ⇒ x̄ = 0̄ �
ñòiéêèé. Êðiì òîãî, ç (24) ìà¹ìî, ùî ∥x(t)∥ → 0, t → ∞. Îòæå, x̄ = 0̄ �
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 7. ßêùî x̄ � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (21) i äëÿ âñiõ âëàñíèõ ÷èñåë
ìàòðèöi A = ∂f

∂x(x̄) âèêîíó¹òüñÿ Re(λ) < 0, òî ∃M, δ, γ :

∥x0 − x̄∥ < δ ⇒ ∥x(t)− x̄∥ ≤Me−γt ∀t ≥ 0

ßêùî ∀λ Re(λ) ≤ 0 i ¹ ÷èñëà ç Re(λ) = 0, òî ëiíåàðèçàöiÿ íå ïðàöþ¹.

Ïðèêëàä 17. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó


ẋ = y2 + z2

ẋ = z

ż = −y
i ū =

 x

y

z

. Äîñëiäè-

ìî íà ñòiéêiñòü ū = 0̄. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ïåðøîãî íàáëèæåííÿ:

∂f

∂u
(0̄) =

0 2y 2z
0 0 1
0 −1 0

 |x=0,y=0,z=0 =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0


λ1 = 0, λ2,3 = ±i � âëàñíi ÷èñëà öi¹¨ ìàòðèöi.

Ç òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì âèñíîâîê çðîáèòè
íå ìîæåìî. Äîñëiäèìî áåñïîñåðåäíüî.

Ç äâîõ îñòàííiõ ðiâíÿíü ñèñòåìè ìà¹ìî ydy+zdz = 0, à òîìó y2+z2 =
C � ïåðøèé iíòåãðàë, à îòæå ∀t ≥ 0 y2(t) + z2(t) = y2(0) + z2(0). Çâiäñè
x(t) = x0+(y2(0)+z2(0))t i ÿêùî y2(0)+z2(0) ̸= 0, òî ∥x(t)∥ → ∞, t→ ∞,
òîìó ū � íåñòiéêèé.
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Ïðèêëàä 18. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó


ẋ = −x(y2 + z2)
ẋ = z
ż = −y

i ū =

 x
y
z

.

Äîñëiäèìî íà ñòiéêiñòü ū = 0̄. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ïåðøîãî íàáëè-
æåííÿ:

∂f

∂u
(0̄) =

−(y2 + z2) −2xy −2xz
0 0 1
0 −1 0

 |x=0,y=0,z=0 =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0


λ1 = 0, λ2,3 = ±i � âëàñíi ÷èñëà öi¹¨ ìàòðèöi. ßê i ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi
y2 + z2 = C ⇒ y2(t) + z2(t) = y2(0) + z2(0).
Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ìà¹ìî d

dt = −(y2(0) + z2(0))x ⇒

x(t) = x(0)e−(y2(0)+z2(0))t ⇒ |x(t)| ≤ |x(0)| ⇒

∀t ∥u(t)∥ =
√
x2(t) + y2(t) + z2(t) ≤ ∥u(0)∥.

Îòæå, ū = 0̄ � ñòiéêå (àëå íå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå!)

Ïðèêëàä 19. (ðiâíÿííÿ ìàÿòíèêà) Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẍ + bẋ +
a sin(x) = 0, a > 0, b ≥ 0 (b = 0 � âiäñóòíiñòü òåðòÿ). Äîñëiäèìî íà
ñòiéêiñòü òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïåðåéäåìî äî åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè: ââåäåìî íîâó çìiííó y = ẋ i
îòðèìà¹ìî{
ẋ = y
ẏ = −a sin(x)− by

, z =

(
x
y

)
, z̄1 =

(
0
0

)
, z̄2 =

(
π
0

)
, âñi iíøi âå-

äóòü ñåáå òàêèì æå ÷èíîì ïîïàðíî. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ïåðøîãî
íàáëèæåííÿ:

∂f

∂z
=

(
0 1

−a cos(x) −b

)
,
∂f

∂z
(z̄2) =

(
0 1
a −b

)
,

çâiäêè λ1,2 = −b±
√
b2+4a
2 . ßêùî b ≥ 0, òî îäíå ç ÷èñåë λ áóäå äîäàòíiì,

òîìó z̄2 � íåñòiéêå.
Òåïåð ïðîâåäåìî àíàëîãi÷íi äîñëiäæåííÿ äëÿ z̄1:

∂f
∂z (z̄1) =

(
0 1
−a − b

)
, çâiäêè λ1,2 = −b±

√
b2−4a
2 .

ßêùî b > 0 i b2 − 4a ≥ 0, òî λ1,2 < 0 i ìà¹ìî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü.
ßêùî b > 0 i b2 − 4a < 0, òî Re(λ) = −b

a < 0 i ìà¹ìî àñèìïòîòè÷íó
ñòiéêiñòü.
ßêùî b = 0, òî Re(λ) = 0, i çà òåîðåìîþ 8 íi÷îãî íå ìîæåìî ñêàçàòè.
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Òåìà 4. Ìåòîä ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà [1, 2, 6, 7]
Ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó

ẋ = f(x) (25)

Ââàæà¹ìî, ùî f : Rn → Rn � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà, ∀x0 ∈ Rn ðîçâ'ÿçîê ç
ïî÷àòêîâèìè äàíèìè x0 iñíó¹ íà [0,+∞).
Ïîçíà÷èìî: x(t, x0) � ðîçâ'ÿçîê (25) ç x(0, x0) = x0.

Ëåìà 8. Ôóíêöiÿ (t, x0) 7→ x(t, x0) ìà¹ âëàñòèâîñòi:
• x(0, x0) = x0, x(t+ s, x0) = x(t, x(s, x0)) ∀t, s ≥ 0 � íàïiâãðóïîâà âëàñòè-
âiñòü;
• (t, x0) 7→ x(t, x0) � íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî s > 0 i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ xs(t) = x(t + s) �
ðîçâ'ÿçîê (25). Äiéñíî,

d

dt
xs(t) =

d

dt
x(t+ s) = f(x(t+ s)) = f(xs(t)).

Öå îçíà÷à¹, ùî xs � ðîçâ'ÿçîê (25), xs(0) = x(s) = x(s, x0). Òîäi â ñèëó
¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi:

∀t ≥ 0 xs(t)︸︷︷︸
x(t+s,x0)

= x(t+ s) = x(t, x(s, x0)).

Íåïåðåðâíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6. Äiéñíî,

∥x(t, x0)− x(t, y0)∥ ≤ eLT∥x0 − y0∥, t ∈ [0, T ] (26)

Íåõàé tn → t0, xn0 → x0, â ñèëó (26) ìà¹ìî

∥x(tn, xn0)− x(t0, x0)∥ ≤ ∥x(tn, xn0)− x(tn, x0)∥+ ∥x(tn, x0)− x(t0, x0)∥ ≤

≤ eLT∥xn0 − x0∥+ ∥x(tn, x0)− x(t0, x0)∥ → 0, n→ ∞.

Îçíà÷åííÿ 8. Ïðåäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi: x(t, x0) = S(t)x0. Òóò
{S(t) : Rn → Rn} � íàïiâãðóïà, ïîðîäæåíà (25).

Äàëi ââàæà¹ìî, ùî f(0̄) = 0̄ i äîñëiäæó¹ìî íà ñòiéêiñòü x̄ = 0̄.

Îçíà÷åííÿ 9. Äëÿ ôóíêöi¨ V : Rn → Rn ïîõiäíà â ñèëó ñèñòåìè (25)
âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

V̇ (x) :=
n∑

i=1

∂V

∂xi
(x) · fi
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Ïðèêëàä 20. Äëÿ ñèñòåìè
{
ẋ = x+ y = f1
ẏ = x3 − y2 = f2

ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

V (x, y) = x2 + 2y2. Òîäi

V̇ =
∂V

∂x
· f1 +

∂V

∂y
· f2 = 2x(x+ y) + 4y(x3 − y2) = 2x2 + 2xy + 4x3y − 4y3

Çàóâàæåííÿ 17. ßêùî x(t) � ðîçâ'ÿçîê (25), òî

d

dt
V (x(t)) =

n∑
i=1

∂V

∂xi
(x(t)) · ẋi =

n∑
i=1

∂V

∂xi
(x(t)) · fi(x(t)) = V̇ (x(t))

Îçíà÷åííÿ 10. Íåõàé V ∈ C1(OR(0̄)), V (0̄) = 0, V (x) > 0 ∀x ∈ OR(0̄) \ 0̄
V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ OR(0̄). Òîäi V íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ëÿïóíîâà (25).

Ïðèêëàä 21. ßêùî V (x) � iíòåãðàë ñèñòåìè (25), òîáòî d
dtV (x(t)) ≡ 0

⇒ V̇ (x) ≤ 0 ⇒ V � ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi{
ẋ = f(x)
x(0) = x0

(27)

Äîñëiäæó¹ìî íà ñòiéêiñòü x̄ = 0.

Òåîðåìà 9. [Ëÿïóíîâà ïðî ñòiéêiñòü] ßêùî â (27) iñíó¹ ôóíêöiÿ Ëÿïó-
íîâà, òî x̄ = 0 � ñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ε ∈ (0, R) ïîêëàäåìî

C(ε) := min
∥x∥=ε

V (x) > 0 (â ñèëó âëàñòèâîñòåéV ).

Âèáåðåìî δ < ε òàê, ùî ∀x ∈ Oδ(0) V (x) < C(ε) (öå çàâæäè ìîæëèâî,
îñêiëüêè V (0) = 0).

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê (27) x(t, x0), ∥x0∥ < δ.
ßêùî ∀t ≥ 0 ∥x(t, x0)∥ < ε, òî âñå äîâåäåíî, áî öå i ¹ ñòiéêiñòü. Iíàêøå

∃T > 0 òàêå, ùî ∀t ∈ [0, T ) ∥x(t, x0)∥ < ε, à ∥x(T, x0)∥ = ε. Ç iíøîãî áîêó,
∀t ∈ [0, T ]

V̇ (x(t, x0)) =
d

dt
V (x(t, x0)) ≤ 0 (çà óìîâîþ ) ⇒

V (x(T, x0)) ≤ V (x(0, x0)) = V (x0) < C(ε).

Ç iíøîãî áîêó, ∥x(T, x0)∥ = ε ⇒ (òîáòî öÿ òî÷êà áåðå ó÷àñòü ó öüîìó êîëi
∥x∥ = ε, òî ôóíêöiÿ â íié ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ≥ C(ε)),⇒ V (x(T, x0)) ≥ C(ε)
⇒ ∅.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 10. [Ëÿïóíîâà ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü] Íåõàé äëÿ (27)
iñíó¹ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà V , ïðè÷îìó V̇ (x) < 0 ∀x ∈ OR(0)\{0}. Òîäi x̄ = 0
� àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíó ëåìó

Ëåìà 9. Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ g(t) ìà¹ìî: ∃ḡ ∀tn → ∞ ∃tnk
òàêà, ùî

g(tnk
) → ḡ. Òîäi g(t) → ḡ, t→ ∞.

Çãiäíî ëåìè 9 ìà¹ìî:

∀ε ∈ (0, R)∃δ < ε ∀x0 : ∥x0∥ < δ ⇒ ∥x(t, x0)∥ < ε∀t ≥ 0,

îòæå, {x(t, x0)|t ≥ 0} � îáìåæåíà.
Äîâåäåìî, ùî V (x(t, x0)) → 0, t→ ∞.
Äiéñíî, d

dtV (x(t, x0)) ≤ 0 (íàâiòü ñòðîãî) ⇒ t 7→ V (x(t, x0)) � ìîíîòîííà
⇒ ∃ lim

t→∞
V (x(t, x0)) = C ≥ 0 (â ñèëó âëàñòèâîñòåé V ).

Ïðèïóñòèìî, ùî C > 0. Òîäi ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi x(tn, x0) → x̂,
tn → ∞ (â îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi iñíó¹ çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü), òîìó
V (x(tn, x0)) → V (x̂) (V � íåïåðåðâíà)⇒ C > 0 ⇒ x̂ ̸= 0 (áî V > 0 âñþäè,
êðiì 0). Òîäi ∀t ≥ 0 ìà¹ìî x(t + tn, x0) = x(t, x(tn, x0)︸ ︷︷ ︸

→x̂

) → x(t, x̂) (â ñèëó

íåïåðåðâíîñòi x ÿê ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ).
Çâiäñè V (x(t+ tn, x0)) → V (x(t, x̂)) = C.
Îòæå, ∀t ≥ 0 V (x(t, x̂)) = C, òîìó V̇ (x(t, x̂)) = 0, x̂ ̸= 0. Àëå öå ïðî-

òèði÷èòü óìîâàì, ùî íàêëàäàþòüñÿ â òåîðåìi íà V̇ . Òàêèì ÷èíîì, C = 0
i V (x(t, x0)) → 0, t → ∞. Äëÿ äîâiëüíîãî tn → ∞ ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi
x(tn, x0) → x̂ i ïðè öüîìó V (x(tn, x0)) → V (x̂) = 0, òîìó x̂ = 0 (òîáòî çáiãà-
¹òüñÿ äî ñâîãî ÿêîãîñü åëåìåíòó, äëÿ êîæíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi öå ìîæå áóòè
ñâî¹ çíà÷åííÿ). Çà ëåìîþ 9 x(t, x0) → 0, t → ∞ (òîáòî âñÿ ïîñëiäîâíiñòü
çáiãà¹òüñÿ äî òi¹¨ ñàìî¨ ãðàíèöi), à îòæå x̄ = 0 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 18. ßêùî V < 0, V̇ ≥ 0 ⇒ V � ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 11 (Ëÿïóíîâà ïðî íåñòiéêiñòü). Íåõàé ∃V ∈ C1(OR(0)) : V (0) =
0, V̇ (x) > 0 ∀x ∈ OR(0) \ {0} i ∀ε > 0 ∃xε, ∥xε∥ < ε: V (xε) > 0. Òîäi x̄ = 0
� íåñòiéêèé.

Íàñëiäîê 8. ßêùî V (x) > 0 ∀x ∈ OR(0) \ {0}, V̇ > 0 ∀x ∈ OR(0) \ {0} ⇒
0̄ � íåñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. (òåîðåìè 11) Âiçüìåìî r ∈ (0, R). Òîäi sup
∥x∥≤r

|V (x)| ≤ M . Äàëi

äëÿ ∀ε ∈ (0, r) ∃x0 ∥x0∥ < ε: V (x0) = α > 0.
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Ïîêëàäåìî x(t) = x(t, x0). Òîäi äëÿ t > 0, äå ∥x(t)∥ ≤ r ìà¹ìî V̇ (x(t)) =
d
dtV (x(t)) > 0 (çà óìîâîþ), îòæå

V (x(t)) > V (x0) = α > 0. (28)

Äîâåäåìî, ùî ∃t1 > 0 ∥x(t1)∥ > r (íåñòiéêiñòü x̄ = 0). Íåõàé öå íå òàê. Òîäi
∀t ≥ 0 ∥x(t)∥ ≤ r. Òîäi â ñèëó(28) ∃β > 0 : 0 < β ≤ ∥x(t)∥ ≤ r.

Äiéñíî, iíàêøå x(tn) → 0 ⇒ V (x(tn)) → V (0) = 0, çâiäêè ìà¹ìî ïðîòè-
ði÷÷ÿ ç (28). Ïîêëàäåìî γ := min

β≤∥x∥≤r
V̇ (x) > 0.

Çâiäñè ç d
dtV (x(t)) = V̇ (x(t)) âèâîäèìî

V (x(t)) = V (x0) +

t∫
0

V̇ (x(s))ds ≥ α + γt→ ∞, t→ ∞.

Ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç îáìåæåíiñòþ |V (x)| ⇒ ìà¹ìî íåñòiéêiñòü x̄ = 0.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 19. Äëÿ ðiâíÿííÿ ẋ = f(x) ìîæåìî áðàòè V (x) =
t∫
0

f(s)ds.

Òîäi V̇ (x) = V ′(x) · f(x) = f 2(x) ≥ 0.

Ïðèêëàä 22. Äëÿ ðiâíÿííÿ ẋ = x3(x − 1) çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì ìî-
æíà ïåðåêîíàòèñü, ùî x̄ = 1 � íåñòiéêèé, àëå ïðî x̄ = 0 íå ìîæåìî
íi÷îãî ñêàçàòè. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà ó âèãëÿäi:

V (x) =

x∫
0

s3(s− 1)ds =
x5

5
− x4

4
= x4(

x

5
− 1

4
),

V̇ (x) = (x3(x− 1))2 = x6(x− 1)2 > 0 ∀|x| < 1, x ̸= 0.

i V (x) < 0, |x| < 1, x ̸= 0. Òîìó x̄ = 0 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Ïðèêëàä 23. Äëÿ ðiâíÿííÿ ẋ = x2(1 − x) çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì ìî-
æíà ïåðåêîíàòèñü, ùî x̄ = 1 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, àäëÿ x̄ = 0 íå
ìîæåìî íi÷îãî ñêàçàòè. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà ó âèãëÿäi:

V (x) =

t∫
0

s2(1− s)ds =
x3

3
− x4

4
= x3(

1

3
− x

4
),

V̇ (x) = x4(1− x)2 > 0 ∀x : |x| < 1, x ̸= 0

i V (x) > 0 ∀x ∈ (0, 1) ⇒ x̄ = 0 � íåñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.
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Ïðèêëàä 24 (Ìàÿòíèê áåç òåðòÿ). Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẍ+ a sin(x) = 0,
a > 0.

Ïåðåéäåìî äî ñèñòåìè
{
ẋ = y
ẏ = −a sin(x) , z =

(
x
y

)
. Äîñëiäèìî íà

ñòiéêiñòü z̄ =
(

0
0

)
.

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà

V (x, y) = a(1− cos(x)) +
y2

2
åíåðãåòè÷íèé iíòåãðàë,

V (0, 0) = 0, V (x, y) > 0 â äåÿêîìó îêîëi z̄ = 0. Äàëi

V̇ (x, y) =
∂V

∂x
· y + ∂V

∂y
· (−a sin(x)) = a sin(x) · y − ay sin(x) ≡ 0 ≤ 0,

îòæå z̄ = 0̄ � ñòiéêå.
Ïðè öüîìó ∀{x0, y0} ∈ {V (x, y) = C ̸= 0} ìà¹ìî:

d

dt
V (x(t), y(t)) = V̇ (x(t), y(t)) ≡ 0 ⇒ V (x(t), y(t)) ≡ C ̸= 0,

îòæå, (x(t), y(t)) ↛ (0, 0), t → ∞. Òîìó àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi íå-
ìà¹.

Ïðèêëàä 25. Äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü âñi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè{
ẋ = −x3 + y

ẏ = x− y5

.
Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè äàíî¨ ñèñòåìè

z̄1 =

(
0
0

)
, z̄2 =

(
1
1

)
, z̄3 =

(
−1
−1

)
.

Ñïî÷àòêó âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ïåðøîãî íàáëèæåííÿ:

∂f

∂z
=

(
−3x2 1
1 −5y4

)
.

Äëÿ z̄2 ìà¹ìî:
∂f

∂z
(z̄2) =

(
−3 1
1 −5

)
⇒ λ1,2 < 0,

îòæå, z̄2 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå. Äëÿ z̄3 àíàëîãi÷íî, òîìó z̄3 � àñèì-
ïòîòè÷íî ñòiéêå. Ðîçãëÿíåìî z̄1:

∂f

∂z
(z̄1) =

(
0 1
1 0

)
⇒ λ1,2 = ±i,
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îòæå, çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì íi÷îãî íå ìîæåìî ñêàçàòè. Ñïðîáó¹ìî
ìåòîä ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà. Ñïðîáó¹ìî ïiäiáðàòè V (x, y). Íåõàé, íàïðèêëàä,
V (x, y) = −x4

4 + xy − y6

6 . Ïðè öüîìó

V̇ (x, y) =
∂V

∂x
(−x3+y)+∂V

∂y
(x−y5) = (−x3+y)2+(x−y5)2 > 0, |x| < ε, |y| < ε.

Ïðè x = y ôóíêöiÿ V (x, y) > 0, |x| < ε. Òîìó z̄1 � íåñòiéêå ïîëîæåííÿ
ðiâíîâàãè.

Íàñëiäîê 9. Íåõàé äëÿ ẋ = f(x), f(0) = 0, f ∈ C1(OR(0)) iñíó¹ ôóí-
êöiÿ Ëÿïóíîâà â OR(0), i ìíîæèíà {x|v̇(0) = 0} íå ìiñòèòü òðà¹êòîðié
ñèñòåìè, êðiì x ≡ 0. Òîäi x̄ = 0 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå.

Ïðèêëàä 26. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ = y
ẏ = −f(x)− ay

, a ≥ 0.

Íåõàé
x · f(x) > 0 ∀x ̸= 0 (íàïðèêëàä, f(x) = x3). (29)

Äîñëiäæó¹ìî íà ñòiéêiñòü x = 0, y = 0. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà. Âiçüìåìî

V (x, y) =
y2

2
+

x∫
0

f(s)ds, V (0, 0) = 0,

V̇ =
∂V

∂x
· y + ∂V

∂y
(−f(x)− ay) = f(x)y + y(−f(x)− ay) = −ay2 ≤ 0.

Ïðîàíàëiçó¹ìî òàêi âèïàäêè: à) x > 0 ⇒ f(x) > 0 ç (29) ⇒
x∫
0

f(s)ds > 0

⇒ V (x, y) > 0;

á) x < 0 ⇒ f(x) < 0 ⇒
x∫
0

f(s)ds = −
0∫
x

f(s)ds > 0.

Îòæå, V (x, y) > 0 ∀(x, y) ̸= (0, 0).
ßêùî a > 0, òî V̇ (x, y) = −ay2 ≤ 0, V̇ (x, 0) = 0 (òåîðåìà Ëÿïóíîâà ïðî

àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü íå çàñòîñîâíà â êëàñè÷íîìó ôîðìóëþâàííi).
Äîñëiäèìî ìíîæèíó

M = {(x, y)|V̇ (x, y) = 0} = {(x, 0)|x ∈ R}.

Íåõàé
(
x(t)
y(t)

)
∈ M ∀t, çâiäñè y(t) ≡ 0, òîìó x(t) = const, f(const) = 0.

Ç (29) ìà¹ìî, ùî const = 0. À öå îçíà÷à¹, ùî
(
x(t)
y(t)

)
=

(
0
0

)
i òîäi ó

íàñ ëèøå òðà¹êòîðiÿ íóëÿ. Âèêîðèñòàâøè íàñëiäîê 9, ðîáèìî âèñíîâîê,
ùî x = 0, y = 0 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.
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Ïðèêëàä 27. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ = −x+ f1(x, y)
ẏ = −y + f2(x, y)

, äå äëÿ f1, f2 âè-

êîíóþòüñÿ óìîâè:
• f1(0, 0) = f2(0, 0) = 0;
• |f1(x, y)|+ |f2(x, y)| ≤ C(x2 + y2).

Äîñëiäèìî íà ñòiéêiñòü x = 0, y = 0. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ V (x, y) =
x2 + y2 > 0 ∀(x, y) ̸= (0, 0). Òîäi

V̇ =
∂V

∂x
(−x+ f1) +

∂V

∂y
(−y + f2) = 2x(−x+ f1) + 2y(−y + f2) =

= 2x2 − 2y2 + 2xf1 + 2yf2 ≤ −2x2 − 2y2 + x2 + f 21 + y2 + f 22 =

= −x2−y2+f 21+f 22 ≤ −x2−y2+2C2(x2+y2)2 ≤ (âèáåðåìîx2+y2 ≤ R2 =
1

4C2
) ≤

≤ −x2 − y2 + 2C2(x2 + y2) · 1

4C2
= −1

2
(x2 + y2) < 0,

îòæå, V̇ � âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà â OR(0̄) ⇒ çà òåîðåìîþ Ëÿïóíîâà ïðî
àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ìà¹ìî, ùî x = 0, y = 0 � àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êèé.

Îçíà÷åííÿ 11. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x̄ íàçèâà¹òüñÿ ãëîáàëüíî àñèìïòî-
òè÷íî ñòiéêèì, ÿêùî ∀x0 ∈ Rn x(t, x0) → x̄, t→ ∞.

Çàóâàæåííÿ 20. ßêùî x̄ � ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå ïîëîæåííÿ
ðiâíîâàãè, òî x̄ � ¹äèíå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Òåîðåìà 12 (Áàðáàøèíà-Êðàñîâñüêîãî). Íåõàé ẋ = f(x), f(0) = 0, f ∈
C1(Rn). Íåõàé iñíó¹ V ∈ C1(Rn) òàêà, ùî:
1) V (0) = 0, V (x) > 0 ∀x ̸= 0;
2) V̇ (x) < 0 ∀x ̸= 0;
3) V (x) → +∞, ∥x∥ → ∞.

Òîäi x̄ = 0 � ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ∀C > 0 ðîçãëÿíåìî ΩC = {x|V (x) ≤ C}. Â ñèëó óìîâè 3)
òåîðåìè ΩC � îáìåæåíà ìíîæèíà. Âiçüìåìî ∀x0 ∈ ΩC , x0 ̸= 0 ⇒ ∀t > 0

d

dt
V (x(t, x0)) = V̇ (x(t, x0)) < 0 ⇒ V (x(t, x0)) < V (x0) ≤ C,

à òîìó ∀t ≥ 0 x(t, x0) ∈ ΩC .
Â ñèëó íåðiâíîñòi V̇ < 0 ∃ lim

t→∞
V (x(t, x0)) = C̄ ≥ 0 (òàêà ãðàíèöÿ iñíó¹ â

ñèëó ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨).
Íåõàé C̄ > 0. Îñêiëüêè ΩC � îáìåæåíà, òî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

x(tn, x0) → x̂ i V (x(tn, x0)) = V (x̂) = C̄.
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Äàëi ∀t ≥ 0, âèêîðèñòîâóþ÷è íàïiâãðóïîâó âëàñòèâiñòü, ðîçãëÿíåìî

x(t+ tn, x0) = x(t, x(tn, x0)) → x(t, x̂) ⇒

V (x(t+ tn, x0)) → V (x(t, x̂)) = C̄.

Çâiäñè, ∀t > 0

V (x(t, x̂)) = C̄ ⇒ d

dt
V (x(t, x̂)) = V̇ (x(t, x̂)) = 0 ⇒

x(t, x̂) = 0 ⇒ x̂ = 0 ⇒ C̄ = 0

i x(t, x0) → 0, t→ ∞.
Òåïåð äëÿ ∀x0 ∈ Rn, x0 ̸= 0 ïîêëàäåìî C0 = V (x0) > 0.
Òîäi x0 ∈ ΩC0

= {x|V (x) ≤ C0} i ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü x(t, x0) → 0,
t→ +∞.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 28. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ = −x+ y

ẏ = −x− y3
. Äîñëiäèìî íà ñòié-

êiñòü x̄ = 0, ȳ = 0. Ñïðîáó¹ìî ñïî÷àòêó ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ çà ïåð-

øèì íàáëèæåííÿì. Íåõàé z =
(
x

y

)
. Òîäi

∂f

∂z
=

(
−1 1
−1 − 3y2

)
,
∂f

∂z
(0̄) =

(
−1 1
−1 0

)
,

îòæå, λ1,2 = −1±i
√
3

2 . Òîìó Re(λ1,2) < 0. Îòæå, z̄ = 0̄ � àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêå (ëîêàëüíî) ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Ïåðåâiðèìî ãëîáàëüíó ñòiéêiñòü. Íåõàé V (x, y) = x2 + y2 > 0 ∀(x, y) ̸=
(0, 0). Òîäi

V̇ (x, y) = 2x(−x+ y) + 2y(−x− y3) = −3x2 − 2y4 < 0 ∀(x, y) ̸= (0, 0).

Òðåáà ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ z =

(
x
y

)
V (z) → +∞, ∥z∥ → ∞, äå

∥z∥ =
√
x2 + y2. Ìà¹ìî V (z) = x2 + y2 = ∥z∥2 → ∞, ∥z∥ → ∞. Òîìó

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 3) òåîðåìè 12, çâiäêè z̄ = 0̄ � ãëîáàëüíî àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Òåìà 5. ω-ãðàíè÷íi òî÷êè òà ω-ãðàíè÷íi ìíîæèíè

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà [1, 2, 3, 4]
Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ïðèêëàä:
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Ïðèêëàä 29. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ = −y − x(x2 + y2 − 1)
ẏ = x− y(x2 + y2 − 1)

. Iç ñèñòå-

ìè ðiâíÿíü
{

−y − x(x2 + y2 − 1) = 0
x− y(x2 + y2 − 1) = 0

ìà¹ìî ¹äèíå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè

x̄ = ȳ = 0. Âèêîðèñòàâøè ìåòîä ïåðøîãî íàáëèæåííÿ, áóäåìî ìàòè:

A = Df(0̄) =

(
1 −1
1 1

)
⇒ λ1,2 = 1± i,

çâiäêè Re(λ1,2) > 0 ⇒ z̄ = 0̄ � íåñòiéêå.
Â öié ñèñòåìi äèíàìiêà íå êîíöåíòðó¹òüñÿ íàâêîëî ïîëîæåííÿ ðiâíî-

âàãè. Ââåäåìî ïîëÿðíi êîîðäèíàòè{
x(t) = r(t) cos(φ(t))
y(t) = r(t) sin(φ(t))

⇒
{
ẋ = ṙ cos(φ)− r sin(φ)φ̇
ẏ = ṙ sin(φ) + r cos(φ)φ̇

Òîìó {
ṙ cos(φ)− r sin(φ)φ̇ = r sin(φ)− r cos(φ)(r2 − 1)
ṙ sin(φ) + r cos(φ)φ̇ = r cos(φ)− r sin(φ)(r2 − 1)

,

Äàëi ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü áóäåìî ìàòè{
ṙ = r(1− r2)
φ̇ = 1

⇒

φ(t) = t+ φ0 (êóò ðîñòå).
Ùîäî ïåðøîãî ðiâíÿííÿ: íàñ öiêàâëÿòü ëèøå ðîçâ'ÿçêè ïðè r > 0,

îñêiëüêè öå ðàäióñ, òîìó r = −1 íå ðîçãëÿäà¹ìî. Îòæå, ∀r0 > 0 r(t) → 1,

Ðèñ. 15

t → ∞ (Ðèñ. 15). Àëå r(t) ≡ 1 � ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê � âiäïîâiäà¹
çàìêíåíié òðàåêòîði¨ âèõiäíî¨ ñèñòåìè:

Γ = {x = cos(t), y = sin(t), t ≥ 0} .
Äîâiëüíà òðàåêòîðiÿ ñèñòåìè, êðiì z̄ = 0̄, íàáëèæà¹òüñÿ äî Γ ïðè t →
+∞.
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Íàñëiäîê 10. Â R2 ìîæåìî ñïîñòåðiãàòè ãðàíè÷íi ðåæèìè, ùî íå ¹
ïîëîæåííÿìè ðiâíîâàãè! (ïðè r = 1 ìà¹ìî ôàêòè÷íî êîëî, à ðåøòà òðà-
åêòîðié (íåçàëåæíî äå ïî÷àëèñü: çîâíi öüîãî êîëà ÷è âñåðåäèíi) áóäóòü
íàáëèæàòèñÿ äî êîëà (íàìîòóâàòèñü), àëå íå íà ñàìå ïîëîæåííÿ ðiâ-
íîâàãè, òîáòî ¹ ùîñü, ùî ïðèòÿãó¹ òðàåêòîði¨, àëå öå íå ïîëîæåííÿ
ðiâíîâàãè - öå ãðàíè÷íèé öèêë).

Ðîçãëÿäà¹ìî
ẋ = f(x), (30)

äå f : Rn → Rn � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà.

×åðåç x(t, x0) ïîçíà÷èìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

{
ẋ = f(x)
x(0) = x0

Ââàæà¹ìî, ùî ∀x0 ∈ Rn x(t, x0) iñíó¹ ∀t ≥ 0.

Îçíà÷åííÿ 12. Òî÷êà p ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ ω-ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ äëÿ
x(t, x0), ÿêùî ∃tn ↗ ∞ òàêà, ùî x(tn, x0) → p, n→ ∞.

Ìíîæèíà âñiõ ω-ãðàíè÷íèõ òî÷îê äëÿ x(t, x0) íàçèâà¹òüñÿ ω-
ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ x(t, x0).

Ïîçíà÷åííÿ: ω(x0) = {p|∃tn ↗ ∞ : x(tn, x0) → p, n→ ∞}.
Çàóâàæåííÿ 21. ßêùî ∃ lim

t→∞
x(t, x0) = p, òî ω(x0) = {p}, òî÷êà p �

ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (30).
Äiéñíî, x(tn, x0) → p⇒ ∀t ≥ 0 x(t+ tn, x0)︸ ︷︷ ︸

=x(t,x(tn,x0))

→ p. Îòæå, ∀t ≥ 0 x(t, p) =

p. Îòæå, òî÷êà p � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Îçíà÷åííÿ 13. Ìíîæèíà M ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíüî (âiä'¹ìíî) ií-
âàðiàíòíîþ, ÿêùî

∀t ≥ 0 x(t,M) ⊂M (M ⊂ x(t,M)).

Òóò i íàäàëi x(t,M) =
⋃

x0∈M
x(t, x0).

Ìíîæèíà M � iíâàðiàíòíà, ÿêùî ∀t ≥ 0 x(t,M) =M.

Îçíà÷åííÿ 14. M ⊂ Rn ïðèòÿãó¹ x(t, x0), ÿêùî dist(x(t, x0),M) → 0,
t→ ∞.

Òóò dist(a,A) = inf
b∈A

∥a− b∥.

Çàóâàæåííÿ 22. Äëÿ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó äëÿ z0 = 0̄ ω(z0) = {0}, à
äëÿ z0 ̸= 0 ω(z0) = Γ.

Òåîðåìà 13 (Âëàñòèâîñòi ω-ãðàíè÷íèõ ìíîæèí). Ïðèïóñòèìî, ùî⋃
t≥0

x(t, x0) � îáìåæåíà. Òîäi ω(x0) ̸= ∅, êîìïàêòíà, çâ'ÿçíà, iíâàðiàíòíà.

Êðiì òîãî, ω(x0) ïðèòÿãó¹ x(t, x0).
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè òðàåêòîðiÿ îáìåæåíà, òîK =
⋃
t≥0

x(t, x0) � êîìïàêò⇒

{tn ↗ ∞} ïîñëiäîâíiñòü {x(tn, x0)} ⊂ K. Îòæå, iñíó¹ tnk
→ ∞: x(tnk

, x0) →
p ∈ ω(x0) ⇒ ω(x0) ̸= ∅.

Ðîçãëÿíåìî åêâiâàëåíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ω(x0) :

ω(x0) =
⋂
T>0

⋃
t≥T

x(t, x0). (31)

Äiéñíî, ÿêùî p ∈ ω(x0) ⇒ p = lim
tn→∞

x(tn, x0) ⇒ ∀T > 0 p ∈
⋃
t≥T

x(t, x0) ⇒

(31).
ßêùî p ∈

⋂
T>0

⋃
t≥T

x(t, x0) ⇒ ∀n ≥ 1 p ∈
⋃
t≥n

x(t, x0) ⇒ ∃tn ≥ n: ∥p −

x(tn, x0)∥ ≤ 1
n ⇒ p ∈ ω(x0).

Ç (31) ìà¹ìî, ùî ω(x0) � êîìïàêò, çâ'ÿçíà.
Äîâåäåìî iíâàðiàíòíiñòü:

p ∈ ω(x0), t ≥ 0 ⇒ p = lim
tn→∞

x(tn, x0), x(t + tn, x0) ∈
⋃
t≥0

x(t, x0) ⇒ ïî

ïiäïîñëiäîâíîñòi x(t+ tn, x0) → p′ ∈ ω(x0).
Ç iíøîãî áîêó, x(t+ tn, x0) = x(t, x(tn, x0)) → x(t, p).
Çâiäñè x(t, p) ∈ ω(x0) ⇒ ∀t ≥ 0 x(t, ω(x0)) ⊂ ω(x0) (äîäàòíÿ iíâàðiàí-

òíiñòü).
Òåïåð íåõàé p ∈ ω(x0) ⇒ p = lim

tn→∞
x(tn, x0) = lim

tn→∞
x(tn − t + t, x0) =

lim
tn→∞

x(t, x(tn − t, x0)︸ ︷︷ ︸
→p′∈ω(x0)

) = x(t, p′) (áî ðîçâ'ÿçîê ¹ íåïåðåðâíèì ÿê ôóíêöiÿ

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ).
Çâiäñè, ω(x0) ⊂ x(t, ω(x0)) (âiä'¹ìíà iíâàðiàíòíiñòü) ⇒ ∀t ≥ 0 ω(x0) =

x(t, ω(x0)).
Äîâåäåìî ïðèòÿãóâàííÿ. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî ω(x0) íå ïðè-

òÿãó¹ x(t, x0) ⇒ ∃tn → ∞ ∃ε > 0 : dist(x(tn, x0), ω(x0)) ⊂ K ⇒ ïî ïiäïî-
ñëiäîâíîñòi x(tn, x0) → p ∈ ω(x0) ⇒ ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 23. Â R ω-ãðàíè÷íi ìíîæèíè � öå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.
Â R2 ω-ãðàíè÷íi ìíîæèíè ìîæóòü áóòè òðüîõ òèïiâ (òåîðiÿ

Ïóàíêàðå-Áåíäiêñîíà):
1) ω(x0) = {x̄} � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè;
2) ω(x0) = Γ � ãðàíè÷íèé öèêë (ïåðiîäè÷íà òðàåêòîðiÿ) (Ðèñ. 16à);
3) ω(x0) =çâ'ÿçíå îá'¹äíàííÿ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè i ïîâíèõ òðàåêòîðié,
ùî ¨õ ç'¹äíóþòü (Ðèñ. 16á).

Â R3 ω(x0) ìîæóòü ìàòè ñêëàäíó ñòðóêòóðó.
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(à) �Ãðàíè÷íèé öèêë�
(á) Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè i çàìêíåíi òðà-
¹êòîði¨

Ðèñ. 16

Íàéáiëüø âiäîìèì ïðèêëàäîì ¹ ñèñòåìà Ëîðåíöà �äèâíèé àòðàêòîð�
(Ðèñ. 17).

Ðèñ. 17

Òåìà 6. Ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi Ëà Ñàëÿ

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà [2]
Ðîçãëÿíåìî

ẋ = f(x), (32)

äå f : Rn → Rn � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà.

Òåîðåìà 14. (ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi Ëà Ñàëÿ) Íåõàé D ⊂ Rn � êîìïà-
êòíà, äîäàòíüî iíâàðiíòíà (x(t,D) ⊂ D ∀t ≥ 0), iñíó¹ V ∈ C1 : V̇ (x) ≤ 0
â D. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

E = {x ∈ D| V̇ (x) = 0}.

ßêùî M � íàéáiëüøà äîäàòíüî iíâàðiàíòíà ïiäìíîæèíà â E, òî

∀x0 ∈ D dist(x(t, x0),M) → 0, t→ ∞.
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Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî x0 ∈ D ⇒ ∀t ≥ 0 x(t, x0) ∈ D ⇒ ∀t > 0
d
dtV (x(t, x0)) = V̇ (x(t, x0)) ≤ 0 ⇒ t 7→ V (x(t, x0)) ↘ (ìîíîòîííî íå çðî-
ñòà¹), òî â íå¨ iñíó¹ ñêií÷åííà àáî íåñêií÷åííà ãðàíèöÿ. Ç iíøîãî áîêó V ∈
C1 ⇒ V � íåïåðåðâíà íà D ⇒ V � îáìåæåíà íà D ⇒ ∃ lim

t→∞
V (x(t, x0)) = a}

⇒
⋃
t≥0

x(t, x0) ⊂ D ⇒ ω(x0) ̸= ∅, êîìïàêòíà, çâ'ÿçíà, iíâàðiàíòíà, ïðèòÿãó¹

x(t, x0), ω(x0) ∈ D.
Ðîçãëÿíåìî ∀p ∈ ω(x0) ⇒ çà îçíà÷åííÿì ∃tn ↗ ∞ : x(tn, x0) → p,

n → ∞. Òîäi lim
n→∞

V (x(tn, x0)) = V (p) = a ⇒ V (x) ≡ a íà ω(x0) (áî

a íå çàëåæèòü âiä âèáîðó x0). Îñêiëüêè ω(x0) � ω-ãðàíè÷íà ìíîæèíà, òî

∀p ∈ ω(x0) x(t, p) ∈ ω(x0)⇒
d

dt
V (x(t, p))︸ ︷︷ ︸
=V̇ (x(t,p))

= 0 ∀t ≥ 0⇒ ∀p ∈ ω(x0) V̇ (p) = 0

⇒ p ∈ E ⇒ ω(x0) ⊂ E + ω(x0) � iíâàðiàíòíà ìíîæèíà ⇒ ω(x0) ⊂ M ⊂
(ìàêñèìàëüíà äîäàòíüî iíâàðiàíòíà ìíîæèíà) ⊂ E. Çâiäñè

dist(x(t, x0),M) ≤ dist(x(t, x0), ω(x0)) → 0, t→ ∞.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 11 (ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü). Íåõàé x̄ = 0̄ � ïîëîæåííÿ ðiâ-
íîâàãè (32), ∃Oδ(0̄) òàêèé, ùî ∃V ∈ C1(Oδ(0̄)), V � äîäàòíüî âèçíà÷åíà â
Oδ(0̄), V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ Oδ(0̄). ßêùî ìíîæèíà S = {x ∈ Oδ(0̄)| V̇ (x) = 0} íå
ìiñòèòü æîäíî¨ òðàåêòîði¨ ñèñòåìè (32), êðiì 0̄, òî 0̄ � àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ çàäàíîãî C > 0 ðîçãëÿíåìî ìíîæèíóDC = {x|V (x) ≤ C}.
Îñêiëüêè V � íåïåðåðâíà, òî ∃δ1 < δ : Oδ1(0̄) ⊂ DC (ç íåïåðåðâíîñòi i
îñêiëüêè V (0) = 0 < C). Â ñèëó äîäàòíüî¨ âèçíà÷åíîñòi ôóíêöi¨ V äëÿ
äîñòàòíüî ìàëèõ C ìíîæèíà DC ⊂ Oδ(0̄).

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî DC � êîìïàêò, V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ DC ⇒ ∀x0 ∈ DC
d
dtV (x(t, x0)) ≤ 0 ⇒ ∀t ≥ 0 V (x(t, x0)) ≤ V (x0) ≤ C ⇒ x(t, x0) ∈ DC

⇒ DC � äîäàòíüî iíâàðiàíòíà.
Çà óìîâîþ M = {0̄} � íóëüîâà òðàåêòîðiÿ � íàéáiëüøà äîäàòíüî iíâàði-

àíòíà ïiäìíîæèíà â E = {x ∈ DC | V̇ (x) = 0} ⊂ S.
Òîäi çãiäíî ïðèíöèïó iíâàðiàíòíîñòi Ëà Ñàëÿ

∀x0 ∈ DC dist(x(t, x0),M) = ∥x(t, x0)∥ → 0, t→ ∞.

Çâiäñè ∥x0∥ < δ1 ⇒ ∥x(t, x0)∥ → 0, t → ∞ ⇒ x̄ = 0̄ � àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé.
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Íàñëiäîê 12. Íåõàé x̄ = 0̄ � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (32), iñíó¹
V ∈ C1(Rn), V � äîäàòíüî âèçíà÷åíà â Rn, V (x) → +∞, ∥x∥ → ∞, V̇ ≤ 0
∀x ∈ Rn.

ßêùî S = {x ∈ Rn| V̇ (x) = 0} íå ìiñòèòü æîäíî¨ òðàåêòîði¨ (32),
êðiì 0̄, òî x̄ = 0̄ � ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Ïðèêëàä 30. (ìàÿòíèê ç íåëiíiéíèì òåðòÿì) Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẍ+
h(ẋ) + a sin(x) = 0, a > 0, h : R → R � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà, h(0) = 0,
sh(s) > 0 ∀s ∈ (−α, α) \ {0}. Íàïðèêëàä, h(s) = s3.

Ïåðåéäåìî äî åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè:{
ẋ = y
ẏ = −a sin(x)− h(y)

i äîñëiäèìî íà ñòiéêiñòü z̄ =
(

0
0

)
.

Çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì ìà¹ìî: A = ∂f
∂z (0̄) =

(
0 1

−a 0

)
⇒ Re(λ) = 0,

òîìó íi÷îãî íå ìîæåìî ñêàçàòè.
Ñïðîáó¹ìî âèêîðèñòàòè ìåòîä ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà. Íåõàé V (x, y) =

a(1− cos(x)) + 1
2y

2, V (0, 0) = 0, V (x, y) > 0 ∀(x, y) ∈ Oδ(0̄) \ {0̄}. Òîìó

V̇ (x, y) =
∂V

∂x
· y + ∂V

∂y
· (−a sin(x)− h(y)) =

(a sin(x))y + y(−a sin(x)− h(y)) = −yh(y) ≤ 0.

Îòæå, V̇ íå ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ, áî V̇ (x, 0) = 0 ∀x ⇒ íå ìîæåìî
çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ëÿïóíîâà ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü.

Ðîçãëÿíåìî S = {(x, y)| V̇ (x, y) = 0} = {(x, 0)}.

Ïðèïóñòèìî, ùî z(t) =

(
x(t)
y(t)

)
∈ S ∀t ≥ 0 ⇒ y(t) ≡ 0 ⇒ ∀t ≥ 0

sin(x(t)) = 0 (â îêîëi òî÷êè (0,0)) ⇒ x(t) ≡ 0 ⇒ z(t) ≡ 0 ⇒ çà íàñëiäêîì
z̄ = 0̄ � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Âïðàâè

1) Äëÿ ñèñòåìè

{
ẋ = y

ẏ = −g(x)(x+ y)
, äå g � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà, g(s) ≥

1 ∀s, äîâåñòè, ùî z̄ = 0̄ � ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Âêàçiâêà Ðîçãëÿíóòè V (x, y) =
x∫
0

sg(s)ds+ xy + y2.

2) Äëÿ ñèñòåìè

{
ẋ = y

ẏ = −h(x)− g(y)
, äå h, g � ëîêàëüíî ëiïøèöåâi,

h(0) = g(0) = 0, s · h(s) > 0, s · g(s) > 0 ∀s ∈ (−α, α) \ {0̄} äîâåñòè,
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ùî z̄ = 0̄ � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé (ëîêàëüíî).

Âêàçiâêà Ðîçãëÿíóòè V (x, y) =
x∫
0

h(s)ds+ xy + 1
2y

2.

3) Çíàéòè ω-ãðàíè÷íi ìíîæèíè äëÿ íàñòóïíèõ ñèñòåì:

à)

{
ẋ = µx− x3

ẏ = −y

á)

{
ẋ = x(µ− x2 − y2)− y
ẏ = y(µ− x2 − y2) + x

Âêàçiâêà

à) Êîæíå ç ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ îêðåìî.
á) Ïîòðiáíî çäiéñíèòè çàìiíó çìiííèõ, ïåðåéòè äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.

Òåìà 7. Ìåòîäè ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà [1, 2]
1) Ðîçãëÿäà¹ìî ëiíiéíó ñèñòåìó

ẋ = Ax (33)

Äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè x = 0 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé ⇔ ∀λ � âëàñíèõ ÷èñåë
A Re(λ) < 0, òîáòî A � ãóðâiöåâà.

Íåõàé V (x) = (Px, x), P = P ∗, P > 0 (äîäàòíüî âèçíà÷åíà) i

V̇ (x) = (Pẋ, x) + (Px, ẋ) = (PAx, x) + (Px,Ax) = ((PA+A∗P )x, x) (34)

Ðîçãëÿíåìî òàêå ðiâíÿííÿ

PA+ A∗P = −Q (35)

Ðiâíÿííÿ (35) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 15. A � ãóðâiöåâà ⇔ äëÿ äîâiëüíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi Q > 0
iñíó¹ ¹äèíà ñèìåòðè÷íà P > 0 � ðîçâ'ÿçîê (35).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Â ñèëó (34) i (35) ìà¹ìî V̇ (x) = −(Qx, x) < 0
∀x ̸= 0, V (x) > 0 ∀x ̸= 0 ⇒ x = 0 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé⇒ A � ãóðâiöåâà.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ∀λ � âëàñíèõ ÷èñåë A Re(λ) < 0, Q = Q∗, Q > 0 �
çàäàíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâåäëèâi îöiíêè:

∥eAt∥ ≤Me−Ct

∥eA∗t∥ ≤Me−Ct, C > 0
(36)

Ðîçãëÿíåìî P =
∞∫
0

eA
∗tQeAtdt, ÿêå iñíó¹ â ñèëó îöiíîê (36).
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Ïîêàæåìî, ùî P = P ∗. Äiéñíî,

P ∗ =

∞∫
0

(
eAt
)∗
Q
(
eA

∗t
)∗
dt =

∞∫
0

eA
∗tQeAtdt = P.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî P > 0. Äiéñíî, äëÿ x ̸= 0

(Px, x) =

∞∫
0

(
QeAtx︸︷︷︸

y

, eAtx︸︷︷︸
y

)
dt > 0 ∀y ̸= 0.

Ïðè öüîìó, ÿêùî y = 0 = eAtx = 0 ∀t ≥ 0 ⇒ ïðè t = 0 x = 0. Îòæå, ìà¹ìî
ïðîòèði÷÷ÿ, òîìó (Px, x) > 0.

Ïîêàæåìî, ùî P çàäîâîëüíÿ¹ (35). Äiéñíî,

PA+ A∗P =

∞∫
0

eA
∗tQeAtA︸︷︷︸

d
dte

At

dt+

+

∞∫
0

A∗eA
∗t︸ ︷︷ ︸

d
dte

A∗t

QeAtdt = {iíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè}

= eA
∗tQeAt|∞0 −

∞∫
0

d

dt

(
eA

∗t
)
QeAtdt+

+

∞∫
0

d

dt

(
eA

∗t
)
QeAtdt = {â ñèëó îöiíîê (36)}

= −eA∗t|t=0Qe
At|t=0 = −Q.

Îòæå, P � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (35).
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Íåõàé ∃P̄ � ðîçâ'ÿçîê (35). Òîìó ìà¹ìî

(P − P̄ )A+ A∗(P − P ∗) = 0

Ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî

d

dt

{
eA

∗t(P − P̄ )eAt
}
= 0
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Çâiäñè

eA
∗t(P − P̄ )eAt ≡ P − P̄︸ ︷︷ ︸

ñòàëà ìàòðèöÿ â ïðèíöèïi, çîêðåìà, äëÿ t=0

∀t ≥ 0,

ïðè t→ ∞ ìà¹ìî eA
∗t → 0, eAt → 0, òîìó P − P̄ → 0 ⇒ P = P̄ .

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 31. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ = y
ẏ = −2x− 3y

, A =

(
0 1

−2 −3

)
⇒

λ1 = −1, λ2 = −2 ⇒ A � ãóðâiöåâà.
Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà

PA+ A∗P = −Q,

äå A∗ =

(
0 −2
1 −3

)
, Q =

(
1 0
0 1

)
� ñèìåòðè÷íà, äîäàòíüî âèçíà÷åíà. Íåõàé

P =

(
a b

b c

)
, áî ñèìåòðè÷íà.

Òåïåð ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà ìà¹ âèãëÿä:(
a b

b c

)(
0 1

−2 −3

)
+

(
0 −2
1 −3

)(
a b

b c

)
=

(
−1 0
0 −1

)
,

(
−4b a− 3b− 2c

a− 3b− 2c 2b− 6c

)
=

(
−1 0
0 −1

)
⇒

P =
1

4

(
5 1
1 1

)
.

Òîìó

V (x, y) =

(
P

(
x
y

)
,

(
x
y

))
=

1

4
(5x2 + 2xy + y2)

2) Ìåòîä çìiííîãî ãðàäi¹íòà. Ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó

ẋ = f(x) (37)

Íåõàé çàäàíà ôóíêöiÿ V ,

g(x) = ∇V (x) =

(
∂V

∂x1
, . . . ,

∂V

∂xn

)T

,

V̇ (x) = (g(x), f(x)).

Çàäà÷à: âèáðàòè g(x) òàê, ùîá g áóëà ãðàäi¹íòîì äàíî¨ ôóíêöi¨ V i ïðè
öüîìó V̇ ≤ 0.
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Âiäîìî: g : Rn → Rn ¹ ãðàäi¹íòîì äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ⇔ ∂g
∂x � ñèìåòðè÷íà:

∂gi
∂xj

=
∂gj
∂xi

∀i, j = 1, n.
Ôóíêöiÿ V ìîæå áóòè çíàéäåíà ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

V (x) =

x1∫
0

g1(y1, 0, . . . , 0)dy1+

x2∫
0

g2(x1, y2, 0, . . . , 0)dy2+. . .+

xn∫
0

gn(x1, . . . , xn−1, yn)dyn

Ïðèêëàä 32. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ1 = x2
ẋ2 = −x31 − x2

. Äîñëiäèìî íà ñòié-

êiñòü x̄ = 0̄. Îñêiëüêè A =

(
9 1
0 −1

)
� ìàòðèöÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ, òî

λ1 = 0, λ2 = −1 � íi÷îãî íå ìîæíà ñêàçàòè çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì.
Ñïðîáó¹ìî íàéïðîñòiøèé âèãëÿä V = x21+x

2
2, V̇ = 2x1x2+2x2(−x31−x2)

� íå âèäíî çíàêîñòàëîñòi.
Ñïðîáó¹ìî âçÿòè iíòåãðàëè äëÿ ôóíêöi¨ V :

V =
x22
2

+

(
−x

4
1

4
− x22

2

)
= −x

4
1

4
,

V̇ = −1

4
x31 · x2,

çíîâó íi÷îãî íå ìîæåìî ñêàçàòè.
Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä çìiííîãî ãðàäi¹íòà: ïîòðiáíî çíàéòè ôóíêöiþ

g(x1, x2) =

(
g1(x1, x2)
g2(x1, x2)

)
òàêó, ùî ∂g1

∂x2
= ∂g2

∂x1
, (g, f) = g1x2−g2x31−g2x2 < 0.

Ôóíêöiþ V ïðåäñòàâèìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

V (x1, x2) =

x1∫
0

g1(y1, 0)dy1 +

x2∫
0

g2(x1, y2)dy2.

Âèáåðåìî g =

(
a(x1)x1 + γx2
γx1 + bx2

)
(ñòàíäàðòíèé ïiäõiä). Òîäi ∂g1

∂x2
= γ =

∂g2
∂x1

,

(g, f) = g1x2 − g2(x
3
1 + x2) = (ax1 + γx2)x2 − (γx1 + bx2)(x

3
1 + x2) =

= a(x1)x1x2 + γx22 − γx41 − bx31x2 − γx1x2 − bx22 =

= (γ = b, a(x1) = bx21 + γ = γ(x21 + 1)) = −γx41 ≤ 0.

Íåõàé γ = b = 1, a(x1) = x21 + 1, òîäi g =
(

(x21 + 1)x1 + x2
x1 + x2

)
. Çâiäñè

V̇ (x1, x2) = −x41 ≤ 0,
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V (x1, x2) =

x1∫
0

(y21 + 1)y1dy1 +

x2∫
0

(x1 + y2)dy2 =

x41
4

+
x21
2

+ x1x2 +
x22
2︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0{íàâiòü > 0}.

Îòæå, V � äîäàòíüî âèçíà÷åíà, à òîìó 0̄ � ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê.

Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî 0̄ � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Òåîðåìà 16 (Îáåðíåíà òåîðåìà Ëÿïóíîâà). Íåõàé f ∈ C1(Oδ(0̄)), f(0̄) =
0, x̄ = 0̄ � ñòiéêå (àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå) ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Òîäi â
äåÿêîìó îêîëi 0̄ iñíó¹ V � ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà äëÿ (37) (V̇ < 0).

Çàóâàæåííÿ 24. Äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ẋ = Ax ¹ ñïðàâåäëèâèìè íàñòó-
ïíi òâåðäæåííÿ: x̄ = 0̄ � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå ⇔ ∀λ � âëàñíèõ ÷èñåë
ìàòðèöi A Re(λ) < 0. Äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì öå íå òàê. Òîáòî, ÿêùî
x̄ = 0̄ � ñèìïòîòè÷íî ñòiéêå ⇏ äëÿ A = ∂f

∂x(0̄) âèêîíó¹òüñÿ Re(λ) < 0.

Ïðèêëàä 33. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
{
ẋ = −x3
x(0) = x0

. Îòæå, x(t) =
√

1
2t+ 1

x20

→

0, t → ∞, x̄ = 0 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, f ′(0) = 0 � íå ¹ ãóðâiöå-
âîþ. Òîáòî ìîæå áóòè àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü, àëå íå åêñïîíåíöiàëü-
íà øâèäêiñòü.

Äîâåäåííÿ. (òåîðåìè) Ïðèïóñòèìî, ùî ∂f
∂x(0̄) � ãóðâiöåâà (öå ïðèïóùåííÿ

ñèëüíî ñïðîñòèòü ìiðêóâàííÿ â äîâåäåííi) ⇒ ∃K > 0 ∃N(0̄) ∃λ > 0 :

∀x0 ∈ N(0̄) ∥Φ(t, x)∥ ≤ K∥x∥e−λt,

äå Φ(t, x) � ðîçâ'ÿçîê, ùî ñòàðòó¹ ç x. Ïîêëàäåìî V (x) =
δ∫
0

∥Φ(τ, x)∥2dτ ,

δ > 0 âèáåðåìî ïiçíiøå.
Â äåÿêîìó îêîëi V (x) > 0 ∀x ∈ N(0̄) \ {0}, V (0) = 0,

d

dt
V (Φ(t, x)) =

d

dt

δ∫
0

∥ Φ(τ,Φ(t, x))︸ ︷︷ ︸
Φ(t+τ,x)

∥2dτ =

=
d

dt

δ∫
0

∥Φ(t+ τ, x)∥2dτ =

∣∣∣∣∣∣
t+ τ = s
dτ = ds

s ∈ [t, δ + t]

∣∣∣∣∣∣ =
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=
d

dt

t+δ∫
t

∥Φ(s, x)∥2ds = ∥Φ(t+ δ, x)∥2 − ∥Φ(t, x)∥2,

V̇ (x) =
d

dt
V (Φ(t, x))|t=0 = ∥Φ(δ, x)∥2 − ∥x∥2 ≤ ∥x∥2

(
K2e−2λδ − 1

)
< 0

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ δ ⇒ V � øóêàíà ôóíêöiÿ.

Ïðèêëàä 34. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ1 = x2
ẋ2 = −φ(x1)(x1 + x2)

. Íåõàé

φ(s) ≥ 1 ∀s ∈ R, φ(0) = 1. Íàïðèêëàä, φ(s) = 1 + s2. Äîñëiäèvj íà
ñòiéêiñòü òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìåòîäîì çìiííîãî ãðàäi¹íòà. Ïîòði-

áíî çíàéòè ôóíêöiþ g. Íåõàé g(x1, x2) =

(
a(x1)x1 + x2
x1 + x2

)
, ∂g1

∂x2
= ∂g2

∂x1
⇒

g = ∇V .
Âèáåðåìî a òàê, ùîá (g, f) ≤ 0,

(g, f) = g1f1 + g2f2 = (a(x1)x1 + x2)x2 − (x1 + x2)φ(x1)(x1 + x2) =

= ax1x2 + x22 − φx21 − φ2x1x2 − φx22 = (a = 2φ) =

= x22 − φx21 − φx22 = x22(1− φ︸ ︷︷ ︸
≤0

)− φx21︸︷︷︸
≤0

≤ 0,

âèïàäîê “ =′′ ⇔ x1 = 0, àëå òîäi ∀x2 ìà¹ìî x22(1− φ) = 0. Òîìó (g, f) íå
¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ. Âèçíà÷èìî

V =

x1∫
0

2φ(y1)y1dy1 +

x2∫
0

(x1 + y2)dy2 =

= 2

x1∫
0

φ(y1)︸ ︷︷ ︸
≥1

y1dy1 + x1x2 +
x22
2

≥

x21 + x1x2 +
x22
2

=
1

2
(x21 + (x1 + x2)

2) > 0,

âèïàäîê “ = 0′′ ⇔ x1 = x2 = 0. Ôóíêöiÿ V � äîäàòíüî âèçíà÷åíà, V̇ ≤ 0
⇒ 0̄ � ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Ïåðåâiðèìî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü. Ðîçãëÿíåìî E = {x| V̇ (x) =

0} = {x1 = 0}. Íåõàé
(
x1(t)
x2(t)

)
� ðîçâ'ÿçîê, ∀t ≥ 0

(
x1(t)
x2(t)

)
∈ E ⇒

x1(t) ≡ 0 ⇒ x2(t) ≡ 0 ⇒ çà ïðèíöèïîì iíâàðiàíòíîñòi Ëà Ñàëÿ 0̄ � àñèì-
ïòîòè÷íî ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê.
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Òåìà 8. Ñòiéêiñòü ëiíiéíèõ ñèñòåì

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà [5, 6, 7]
Ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó

ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t), (38)

x(t) ∈ Rn ∀t, A(t) =

 a11(t) . . . a1n(t)
. . .

an1(t) . . . ann(t)

, aij ∈ C([0,+∞)), f(t) =

 f1(t)
...

fn(t)

, fi ∈ C([0,+∞)).

Âiäîìî, ùî ðîçâ'ÿçîê (38) iñíó¹ òàì, äå íåïåðåðâíà ïðàâà ÷àñòèíà. Òàêîæ
âiäîìî, ùî ∀x0 ∈ Rn ðîçâ'ÿçîê (38) x = x(t), x(0) = x0 iñíó¹, ¹äèíèé,
âèçíà÷åíèé íà [0,+∞).

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó îäíîðiäíó ñèñòåìó (ËÎÑ):

ẋ(t) = A(t)x(t). (39)

Íåõàé Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè (39), òîáòî

Y (t) =

 x
(1)
1 (t) x

(2)
1 (t) . . . x

(n)
1 (t)

. . .

x
(1)
n (t) x

(2)
n (t) . . . x

(n)
n (t)

 ,

äå x(j)(t) =

 x
(j)
1
...

x
(j)
n

 � ðîçâ'ÿçîê (39), {x(j)} � ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Íàãàäà¹ìî, ùî Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ⇔
{
Ẏ (t) = A(t)Y (t)
detY (t) ̸= 0

,

òîáòî öÿ ñèñòåìà ïîâíiñòþ õàðàêòåðèçó¹ òå, ùî Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíà
ìàòðèöÿ.

Äëÿ Y (t) ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà ßêîái: detY (t) = detY (0)e

t∫
0

trA(s)
ds.

Ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ âèçíà÷à¹òüñÿ íåîäíîçíà÷íî â íàñòóïíîìó ñåíñi:
äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ ìàòðèöi C, detC ̸= 0 ìàòðèöÿ Y (t)C � ôóíäàìåíòàëü-
íà ìàòðèöÿ äëÿ (39). Çîêðåìà, Y (t) = Y (t) · Y −1(0), Y (0) = E. Â ñèëó
òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi, òàêà ôóíäàìåí-
òàëüíà ìàòðèöÿ ¹äèíà.

Íåõàé Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ, Y (0) = E. Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
Êîøi {

ẋ = A(t)x
x(0) = x0
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âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

x(t) = Y (t)x0

Çàóâàæåííÿ 25. ßêùî A(t) ≡ A, òî Y (t) = eAt.
Àëå, ÿêùî A(t) ̸= A, òî ìàòðè÷íà åêñïîíåíòà íå äà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Çàóâàæåííÿ 26. Ñèñòåìà 2×2 çi çìiííîþ ìàòðèöåþ ìîæå íå iíòåãðó-
âàòèñü â êâàäðàòóðàõ.

Ôîðìóëà âàðiàöi¨ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨: íåõàé Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíà
ìàòðèöÿ ñèñòåìè (39), Y (0) = E. Òîäi ðîçâ'ÿçîê (38) äëÿ äîâiëüíî¨ f(t) i äëÿ
äîâiëüíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ x(0) = x0 çàäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

x(t) = Y (t)x0︸ ︷︷ ︸
ðîçâ'ÿçîê ËÎÑ

+ Y (t)

t∫
0

Y (−1)(s)f(s)ds

︸ ︷︷ ︸
÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ËÍÑ

Âèâåäåìî öþ ôîðìóëó. Ìà¹ìî, ùî x(0) = x0,

dx

dt
=
dY

dt
x0 +

dY

dt

t∫
0

Y −1(s)f(s)ds+ Y (t)Y −1(t)f(t) =

= A(t)

Y (t)x0 + Y (t)

t∫
0

Y −1(s)f(s)ds

+ f(t) = A(t)x(t) + f(t),

îòæå, x(t) � ðîçâ'ÿçîê (38).
Ç ôîðìóëè âàðiàöi¨ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ ìà¹ìî: ÿêùî äîñëiäæó¹òüñÿ íà ñòié-

êiñòü ðîçâ'ÿçîê x̄ ñèñòåìè (38), òî íàì ïîòðiáíî îöiíèòè ðiçíèöþ ∥x̄(t) −
x(t)∥, äå x � ðîçâ'ÿçîê (38). Òîìó ÿêùî

x̄(t) = Y (t)x̄(0) + Y (t)

t∫
0

Y −1(s)f(s)ds,

x(t) = Y (t)x(0) + Y (t)

t∫
0

Y −1(s)f(s)ds,

òî ∥x̄ − x∥ = ∥Y x̄0 − Y x0∥. Òîìó x̄ � ñòiéêèé (àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, íå-
ñòiéêèé) ðîçâ'ÿçîê (38) ⇔ ñòiéêèì (àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, íåñòiéêèì) ¹
ðîçâ'ÿçîê x ≡ 0 âiäïîâiäíî¨ ËÎÑ (39). Ïðè÷îìó âñi ðîçâ'ÿçêè (38) i (39)
ùîäî ñòiéêîñòi âåäóòü ñåáå îäèíàêîâî. Òîìó ãîâîðÿòü ïðî ñòiéêiñòü (àñèì-
ïòîòè÷íó ñòiéêiñòü, íåñòiéêiñòü) âñi¹¨ ñèñòåìè (39).
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Òåîðåìà 17 (ïðî ñòiéêiñòü ëiíiéíî¨ ñèñòåìè). Íåõàé Y (t) � äîâiëüíà ôóí-
äàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè (39). Òîäi:
à) (39) � ñòiéêà ⇔ sup

t≥0
∥Y (t)∥ ≤ K;

á) (39) � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà ⇔ ∥Y (t)∥ → 0, t→ +∞.

Íàñëiäîê 13. Ñïðàâåäëèâèìè ¹ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:
• (39) � ñòiéêà ⇔ äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê (39) ¹ îáìåæåíèì;
• (39) � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà ⇔ äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê (39) ïðÿìó¹ äî 0
ïðè t→ ∞.

Äîâåäåííÿ. (òåîðåìè 17) Ââàæà¹ìî, ùî Y (0) = E. Òîäi ðîçâ'ÿçîê (39) ç
x(0) = x0 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê x(t, x0) = Y (t)x0.
à) Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé ∀ε > 0 δ = ε

K (K - ç îöiíêè äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíî¨ ìàòðèöi) i ∥x0∥ < δ, òîìó

∀t ≥ 0 ∥x(t, x0)− 0∥ = ∥x(t, x0)∥ ≤ ∥Y (t)∥ · ∥x0∥ ≤ K∥x0∥ < ε,

îòæå, (39) � ñòiéêà.
Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íåõàé x = 0 � ñòiéêèé i, âiä ñóïðîòèâíîãî, íåõàé
∃tn ↗ ∞ : ∥Y (tn)∥ → ∞. Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x̄: ∥x̄(tn)∥ → ∞.

Ìà¹ìî ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∥x0∥ < δ, çâiäêè ∥x(t, x0)∥ < ε ∀t ≥ 0. Ðîçãëÿíåìî
x̂(t) = δ

2
x̄(t)

∥x̄(0)∥ � ðîçâ'ÿçîê (39), ∥x̂(0)∥ = δ/2 < δ. Îòæå, ∀t ≥ 0 ∥x̂(t)∥ < ε.

Àëå ∥x̂(tn)∥ = δ
2
∥x̄(tn)∥
∥x̄(0)∥ → ∞, çâiäêè ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç ïðèïóùåííÿì.

á) Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé

∥x(t, x0)∥ ≤ ∥Y (t)∥ · ∥x0∥ → 0, t→ ∞,

îòæå, (39) �àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.
Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü.Ìà¹ìî, ùî iç òîãî, ùî ∥x0∥ < δ âèïëèâà¹, ùî

∥x(t, x0)∥ → 0, t → ∞. Äëÿ äîâiëüíîãî x̄(t) � ñòîâïöÿ Y (t) ìà¹ìî, ùî
x̂ := δ

2
x̄(t)

∥x̄(0)∥ , ∥x̂(0)∥ < δ. Îòæå, ∥x̂(t)∥ → 0, t → ∞ i ∥x̂(t)∥ → 0, t → ∞,
òîìó ∥Y (t)∥ → 0, t→ ∞.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 14. ßêùî A(t) ≡ A, òî Y (t) = eAt, îòæå (39) � àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêà ⇔ ∀λ � âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi A ìà¹ìî, ùî Re(λ) < 0 i â öüîìó
âèïàäêó ∥eAt∥ ≤ Ce−γt, γ > 0. Äàëi, (39) � ñòiéêà ⇔ Re(λ) ≤ 0, à äëÿ
Re(λ) = 0 êðàòíiñòü λ ñïiâïàäà¹ ç n − rank(A − λE) i â öüîìó âèïàäêó
∥eAt∥ ≤ C.

Òåîðåìà 18 (ïðî îöiíêó íîðìè ðîçâ'ÿçêó ËÎÑ). Äëÿ äîâiëüíîãî x0 ∈ Rn

äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà:

∥x0∥e
−

t∫
0

∥A(s)∥ds
≤ ∥x(t, x0)∥ ≤ ∥x0∥e

t∫
0

∥A(s)∥ds
.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ çàäà÷i Êîøi

{
ẋ = A(t)x
x(0) = x0

ðîçãëÿíåìî x(t) = x0 +

t∫
0

A(s)x(s)ds. Òîäi

∥x(t)∥ ≤ ∥x0∥+
t∫

0

∥A(s)∥ · ∥x(s)∥ds.

Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü Ãðîíóîëà â iíòåãðàëüíié ôîðìi, îòðèìà¹ìî:

∥x(t)∥ ≤ ∥x0∥e
t∫
0

∥A(s)∥ds
.

Äëÿ t ∈ [−T, 0] ïîêëàäåìî x̄(t) = x(−t), x(·) � ðîçâ'ÿçîê (39). Òîäi íà
[−T, 0] ìà¹ìî:

dx̄

dt
= −dx(−t)

d(−t)
= −A(−t)x(−t) = −A(−t)x̄(t)

çâiäêè

x̄(0) = x̄(−T )−
0∫

−T

A(−s)s̄ds

⇒ ∥x̄(0)∥ ≤ ∥x̄(−T )∥e
0∫

−T

∥A(−s)∥ds

⇒ ∥x(0)∥ ≤ ∥x(T )∥e
T∫
0

∥A(s)∥ds

⇒ ∥x(t)∥ ≥ ∥x0∥e
−

T∫
0

∥A(s)∥ds

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 19 (Ïðî àñèìïòîòè÷íó ðiâíîâàãó). Íåõàé
∞∫
0

∥A(t)∥dt = K < ∞.

Òîäi (39) ñòiéêà, i äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (39) x(t) iñíó¹ lim
t→∞

x(t) = c ∈
Rn. I íàâïàêè, ∀x ∈ Rn iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(t) òàêèé, ùî c = lim

t→∞
x(t).

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 18 ∀t ≥ 0 ìà¹ìî

∥x(t, x0)∥ ≤ ∥x0∥e
t∫
0

∥A(s)∥ds
≤ ∥x0∥eK

Îòæå, äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ îáìåæåíèì i ñèñòåìà (39) � ñòiéêà.
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Äëÿ ðîçâ'ÿçêó x(t) ìà¹ìî:

ẋ(t) = A(t)x(t)

⇒ ∥ẋ(t)∥ ≤ ∥A(t)∥ · ∥x(t)∥ ≤ ∥A(t)∥ · ∥x0∥eK

⇒
∞∫
0

∥ẋ(t)∥dt ≤
∞∫
0

∥A(t)∥ · ∥x0∥eKdt = K∥x0∥eK <∞

⇒ ∃
∞∫
0

ẋ(t)dt = lim
t→∞

t∫
0

ẋ(s)ds =

= lim
t→∞

(x(t)− x0) ⇒ ∃ lim
t→∞

x(t) =: c

Òåïåð íåõàé c ∈ Rn � ôiêñîâàíå, Y (t) = (y(1)(t), . . . , y(n)(t)) � ôóíäàìåí-
òàëüíà ìàòðèöÿ, Y (0) = E.

Ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü ∃ lim
t→∞

y(i)(t) = c(i) ∈ Rn, i = 1, n. Ïîêëàäåìî

C = (c(1), . . . , c(n)). Ç ôîðìóëè ßêîái ìà¹ìî:

detY (t) = e

t∫
0

trA(s)ds
⇒

det(C) = lim
t→∞

detY (t) = lim
t→∞

e

t∫
0

trA(s)ds
= e

∞∫
0

A(s)ds
̸= 0.

Îòæå, {c(i)}ni=1 � ËÍÇ, òîáòî ∃α1, . . . , αn: c =
n∑

i=1

αic
(i).

Ðîçãëÿíåìî x(t) =
n∑

i=1

αiy
(i)(t) � ðîçâ'ÿçîê (39) i

lim
t→∞

x(t) =
n∑

i=1

αi lim
t→∞

y(i)(t) =
n∑

i=1

αic
(i) = c.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 35. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó:{
ẋ =

(
−1 + 3

2 cos
2(t)
)
x+

(
1− 3

2 sin(t) cos(t)
)
y

ẏ =
(
−1− 3

2 sin(t) cos(t)
)
x+

(
1 + 3

2 sin
2(t)
)
y

Ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ¹ íàñòóïíà âåêòîð-ôóíêöiÿ{
x(t) = e

1
2 t cos(t)

y(t) = −e 1
2 t sin(t)

Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ íåîáìåæåíèì ïðè t→ ∞, òîìó ñèñòåìà ¹ íåñòiéêîþ.
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Àëå, ç iíøî¨ ñòîðîíè, ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ öi¹¨ ñèñòåìè:

A(t) =

(
−1 + 3

2 cos
2(t) 1− 3

2 sin(t) cos(t)
−1− 3

2 sin(t) cos(t) 1 + 3
2 sin

2(t)

)
Âëàñíi ÷èñëà öi¹¨ ìàòðèöi λ1,2 = −1

4 ±
√
7
4 i, òîáòî Re(λ1,2) < 0. Àëå

ñòàíäàðòíèé àïàðàò ÷åðåç âëàñíi ÷èñëà òóò íå ïðàöþ¹.

Ïðèêëàä 36. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó{
ẋ = y

1+t2 +
e−t

1+t2

ẏ = xe−t

Âiäîìî, ùî
(

1
−e−t

)
� ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè. Ïîòðiáíî äîâåñòè,

ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ¹ îáìåæåíèì i iñíó¹ lim
t→∞

x(t). Ç ôîðìó-

ëè âàðiàöi¨ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ ìà¹ìî, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ íåî-
äíîðiäíî¨ ñèñòåìè (ËÍÑ) öå ñóìà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ËÎÑ i ÷àñòêîâèé
ðîçâ'ÿçîê ËÍÑ.

×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ i iñíó¹ lim
t→∞

(
1
−e−t

)
=(

1
0

)
.

Âiäïîâiäíà îäíîðiäíà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä:{
ẋ = y

1+t2

ẏ = xe−t

ç ìàòðèöåþ A(t) =

(
0 1

1+t2

e−t 0

)
, òîìó

∞∫
0

∥A(t)∥dt =
∞∫
0

√(
1

1 + t2

)2

+ (e−t)2dt ≤
∞∫
0

(
1

1 + t2
+ e−t

)
dt =

π

2
+1 <∞.

Îòæå, äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ËÎÑ ¹ îáìåæåíèì i iñíó¹ ãðàíèöÿ ïðè t→ ∞.

Çíîâó ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó îäíîðiäíó ñèñòåìó

ẋ = A(t)x (40)

Òåîðåìà 20 (Ïðî ñòiéêiñòü ËÎÑ çi çíàêîâèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ). Ìàþòü
ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1) ßêùî A+AT ≤ 0, òî (40) � ñòiéêà. Ïðè÷îìó, ÿêùî
t∫
0

trA(s)ds→ −∞,

t→ +∞, òî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ïðÿìó¹ äî 0 ïðè t→ ∞.
2) ßêùî iñíó¹ α > 0: ∀ξ ∈ Rn âèêîíó¹òüñÿ ((A + AT )ξ, ξ) ≤ −α∥ξ∥2, òî
ñèñòåìà (40) � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà.
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Çàóâàæåííÿ 27. ßêùî A(t) ≡ A, òî ïóíêò 2 îçíà÷à¹, ùî A+AT < 0, à
öå, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹, ùî ∀λ Re(λ) < 0.

Äîâåäåííÿ. (òåîðåìè 20) Äîìíîæèâøè ñèñòåìó (40) íà x(t), îòðèìà¹ìî

1

2

d

dt
∥x(t)∥2 = (A(t)x(t), x(t))

⇒ d

dt
∥x(t)∥2 =

((
A+ AT

)
x, x
)
.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïóíêòó 2). Òîäi

d

dt
∥x(t)∥2 ≤ −α∥x(t)∥2 ⇒ ∥x(t)∥2 ≤ ∥x(0)∥2e−αt → 0, t→ +∞.

Òîáòî ìà¹ìî, ùî (40) � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà.
Íåõàé òåïåð âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïóíêòó 1). Òîäi

d

dt
∥x(t)∥2 ≤ 0, (41)

çâiäêè ∥x(t)∥2 ≤ ∥x(0)∥2, à îòæå, âñi ðîçâ'ÿçêè îáìåæåíi. Òîìó (40) � ñòiéêà.
Çîêðåìà, ç (41) ìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ t 7→ ∥x(t)∥2 ìîíîòîííî íå çðîñòà¹,

îòæå iñíó¹ lim
t→∞

∥x(t)∥.
Äëÿ äîâiëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (40) y(t) i z(t):

∥ y(t) + z(t)︸ ︷︷ ︸
ðîçâ'ÿçîê (40)

∥2 = ∥ y(t)︸︷︷︸
ðîçâ'ÿçîê (40)

∥2 + 2(y(t), z(t)) + ∥ z(t)︸︷︷︸
ðîçâ'ÿçîê (40)

∥2,

òîìó iñíó¹ lim
t→∞

(y(t), z(t)).

Íåõàé Y (t) = (x(1)(t), . . . , x(n)(t)) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ i

Y T (t) =

(
x(1)(t) . . .

x(n)(t) . . .

)
.

Îòæå, iñíó¹ lim
t→∞

Y T (t)Y (t) =: D, D � ñèìåòðè÷íà, Y T · Y = (detY (t))2.

Òîìó iñíó¹ lim
t→∞

(detY (t))2 = det(D).

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó (40) ìà¹ìî

x(t) = Y (t)c, c ∈ Rn,

∥x(t)∥2 = (x(t), x(t)) =
(
Y T · Y c, c

)
⇒ ∃ lim

t→∞
∥x(t)∥2 = (Dc, c) ≥ 0.

Íåõàé λ = inf
∥x∥=1

(Dx, x) � íàéìåíøå âëàñíå ÷èñëî D.

ßêùî äëÿ äåÿêîãî c0 ̸= 0 (Dc0, c0) = 0⇒ λ = 0 ⇒ ∃c ̸= 0 : Dc = 0 · c =
0 ⇒ det(D) = 0.
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Iñíóâàííÿ òàêîãî c0 îçíà÷à¹, ùî äëÿ âiäïîâiäíîãî ðîçâ'ÿçêó x(t) = Y (t)c0
ìà¹ìî, ùî ∥x(t)∥2 → (Dc0, c0) = 0 ïðè t→ ∞.

Çà ôîðìóëîþ ßêîái:

det(Y (t)) = det(Y (0))e

t∫
0

tr(A)ds

⇒ det(D) = 0 ⇔ e

t∫
0

tr(A)ds
→ 0, t→ ∞

⇔
t∫

0

tr(A)ds→ −∞.

Ïðèêëàä 37. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó{
ẋ = −2x+ sin(t) · y
ẏ = sin(t) · x− 2y

Äîâåäåìî, ùî âñi ðîçâ'ÿçêè ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè t→ ∞.

Ìàòðèöÿ ñèñòåìè
(

−2 sin(t)
sin(t) −2

)
� ñèìåòðè÷íà. Ïîòðiáíî ïîêàçàòè,

ùî ∀ξ =
(
a

b

)
∈ R2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (A(t)ξ, ξ) ≤ −α∥ξ∥2. Ðîçãëÿ-

íåìî

A(t)ξ =

(
−2 sin(t)

sin(t) −2

)(
a

b

)
=

(
−2a+ b sin(t)
a sin(t)− 2b

)
.

Òîìó

(A(t)ξ, ξ) =

((
−2a+ b sin(t)
a sin(t)− 2b

)
,

(
a
b

))
=

= −2a2 + 2ab sin(t)− 2b2 ≤ −a2 − b2 − (a− b)2 ≤ −1(a2 + b2) = −∥ξ∥2.
Îòæå, çà òåîðåìîþ 20 ñèñòåìà àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, òîìó âñi
ðîçâ'ÿçêè ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè t→ ∞.

Íåõàé A � ñòàëà ìàòðèöÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

ẋ = Ax (42)

i ñèñòåìó
ẋ = (A+B(t))x. (43)

Ç'ÿñó¹ìî âëàñòèâiñòü ñòiéêîñòi (43) çà âëàñòèâiñòþ ñòiéêîñòi (42).

Òåîðåìà 21. (ïðî ñòiéêiñòü ËÎÑ ç ìàéæå ñòàëîþ ìàòðèöåþ). ßêùî

(42) � ñòiéêà,
∞∫
0

∥B(t)∥dt <∞, òî (43) � ñòiéêà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y (t) = eAt � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ (42),
sup
t≥0

∥Y (t)∥ ≤ K.

Çàïèøåìî (43) íàñòóïíèì ÷èíîì: ẋ = Ax+ B(t)x i ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
(43) ÿê íåîäíîðiäíó ç f(t) = B(t)x. Ç ôîðìóëè âàðiàöi¨ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨
ìà¹ìî:

x(t) = eAt · x0 +
t∫

0

eA(t−s)B(s)x(s)ds

⇒ ∥x(t)∥ ≤ K∥x0∥+
t∫

0

K∥B(s)∥ · ∥x(s)∥ds.

Ç íåðiâíîñòi Ãðîíóîëà ìà¹ìî:

∥x(t)∥ ≤ K · ∥x0∥ · e
K

t∫
0

∥B(s)∥ds
≤ K∥x0∥e

K
∞∫
0

∥B(s)∥ds
<∞,

îòæå, äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ îáìåæåíèì, à öå i îçíà÷à¹ ñòiéêiñòü ñèñòåìè
(43).

Ïðèêëàä 38. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó{
ẋ = x+ (e−t − 2)y
ẏ = (3 + e−t)x− y

Äîâåäåìî, ùî âñi ðîçâ'ÿçêè îáìåæåíi. Iç ñèñòåìè âèäíî, ùî

A =

(
1 − 2
3 − 1

)
, B(t) =

(
0 e−t

e−t 0

)
.

Âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi A ¹ λ = ±i
√
5, îòæå Re(λ) = 0 i A � ñòiéêà.

Ïåðåâiðèìî âëàñòèâiñòü äëÿ B:
t∫

0

∥B(t)∥dt =
∞∫
0

√
(e−t)2 + (e−t)2dt ≤ 2

∞∫
0

e−tdt = 2 <∞.

Îòæå, çà òåîðåìîþ 21 âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ¹ îáìåæåíèìè.

Òåîðåìà 22 (ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ËÎÑ ç ìàéæå ñòàëîþ ìàòðèöåþ).
Íåõàé A � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, ∥B(t)∥ → 0, t→ ∞. Òîäi ñèñòåìà (43)
� àñèìïòîòèò÷íî ñòiéêà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, òî ∀λ � âëàñíèõ ÷èñåë ìà-
òðèöi A ìà¹ìî Re(λ) < 0 i iñíó¹ ε > 0: α + 2ε < 0, äå α = max(Re(λ)).
Êðiì òîãî, äëÿ Y (t) = eAt ìà¹ìî:

∀t ≥ 0 ∥Y (t)∥ ≤ c(ε)e(α+ε)t.
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Ç ôîðìóëè âàðiàöi¨ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ äëÿ ðîçâ'ÿçêó (43) ìà¹ìî:

x(t) = eAtx0 +

t∫
0

eA(t−s)B(s)x(s)ds

⇒ ∥x(t)∥ ≤ ce(α+ε)t∥x0∥+
t∫

0

ce(α+ε)(t−s)∥B(s)∥ · ∥x(s)∥ds

⇒ ∥x(t)∥e−(α+ε)t ≤ c∥x0∥+
t∫

0

c∥B(s)∥ · e−(α+ε)s∥x(s)∥ds.

Çàñòîñóâàâøè ëåìó Ãðîíóîëà, îòðèìà¹ìî:

∥x(t)∥e−(α+ε)t ≤ c∥x0∥e
t∫
0

c∥B(s)∥ds

⇒ ∥x(t)∥ ≤ c∥x0∥e
(α+ε)t+

t∫
0

c∥B(s)∥ds
.

Çà óìîâîþ ∥B(t)∥ → 0, t → ∞, à îòæå, lim
t→∞

c
t∫
0

∥B(s)∥ds

t = 0, à òîìó ∃T > 0

∀t ≥ T c
t∫
0

∥B(s)∥ds < εt. Îòæå, ∀t ≥ T

∥x(t)∥ ≤ c∥x0∥e(α+2ε)t → 0, t→ ∞.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 28. ßêùî A � íå ñòàëà, òî òåîðåìà íå âiðíà (òîáòî, íå
âiðíî, ùî ìàëå çáóðåííÿ çàëèøà¹ ñèñòåìó àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ).

Ïðèêëàä 39. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẋ = −1
tx, t ≥ 1. Éîãî ðîçâ'ÿçîê x(t) =

x(1)
t → 0, t→ ∞.
Ðîçãëÿíåìî ẏ =

(
−1

t +
2
t

)
y ⇒ ẏ = y

t ⇒ y = ct � íåîáìåæåíi ïðè t→ ∞,
îòæå ìà¹ìî íåñòiéêiñòü (âiäáóâñÿ ìàëèé ïðèðiñò íåñòàëî¨ ìàòðèöi,
òîìó öå ïðèçâåëî äî òàêîãî ðåçóëüòàòó).

Ïðèêëàä 40. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ = −x+ y

1+t

ẏ = −x− y
. Ïîòðiáíî äîâåñòè,

ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t → ∞. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi
ñèñòåìè:

A =

(
−1 0
−1 −1

)
, B(t) =

(
0 1

1+t

0 0

)
.
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Âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A: λ1 = λ2 = −1 < 0, òîáòî ìàòðèöÿ A � àñèì-
ïòîòè÷íî ñòiéêà. Ðîçãëÿíåìî ∥B(t)∥ = 1

1+t → 0, t → ∞. Îòæå, çà òå-
îðåìîþ 22 ñèñòåìà àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, à òîìó äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t→ ∞.

Ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó
ẋ = P (t)x (44)

Ââàæà¹ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè Ëàïïî-Äàíèëåâñüêîãî:

∀t ≥ s ≥ 0 P (t) ·
t∫

s

P (τ)dτ =

t∫
s

P (τ)dτ · P (t). (45)

Çàóâàæåííÿ 29. Â ÿêîñòi òàêî¨ ìàòðèöi ìîæåìî ðîçãëÿíóòè

P (t) =

(
p(t) q(t)
q(t) p(t)

)
Òåîðåìà 23. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (44) âèêîíó¹òüñÿ (45) òà iñíó¹

A = lim
t→∞

1

t
·

t∫
0

P (s)ds.

Òîäi ÿêùî äëÿ âñiõ λ � âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi A Re(λ) < 0, òî (44) �
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî Y (t) = e

t∫
0

P (s)ds
. Äîâåäåìî, ùî Y (t) � ôóíäàìåí-

òàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè (44), òîáòî{
d
dtY (t) = P (t)Y (t)
det(Y (t)) ̸= 0

Ìà¹ìî, ùî

Y (0) = E, Y (t) = E +

t∫
0

P (s)ds+
1

2!

 t∫
0

P (s)ds

2

+ . . .

Â ñèëó (45) îòðèìà¹ìî, ùî P (t)Y (t) = Y (t)P (t). Òîìó

d

dt
Y (t) = e

t∫
0

P (s)ds
· P (t) = P (t)Y (t),

çâiäêè Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ, äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (44)

x(t) = Y (t)x(0).
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Â ñèëó (45) ∀t ≥ s ≥ 0 ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ïî s, çàñòîñóâàâøè òåîðåìó
Ôóáiíi, îòðèìà¹ìî

P (t)(−P (s)) = −P (s)P (t)

⇒
t∫

0

P (τ)dτ · 1
s

s∫
0

P (ξ)dξ =
1

s

s∫
0

P (ξ)dξ ·
t∫

0

P (τ)dτ.

Ñïðÿìóâàâøè s→ ∞, áóäåìî ìàòè

t∫
0

P (τ)dτ · A = A ·
t∫

0

P (τ)dτ.

Ïîêëàäåìî

1

t

t∫
0

P (τ)dτ = A+B(t),

äå ∥B(t)∥ → 0, t→ ∞. Òîäi

A ·B(t) = A

1

t

t∫
0

P (τ)dτ − A

 = B(t) · A.

Îòæå,

x(t) = e

t∫
0

P (τ)dτ
· x(0) = e(A+B(t))t · x(0) = eAt · eB(t)t · x(0)

Îñêiëüêè ∀λ Re(λ) < 0, òî ∃ε > 0 : α + 2ε < 0, äå α = max(Re(λ)) < 0 i

∥eAt∥ ≤ c · e(α+ε)t.

Òîäi
∥x(t)∥ ≤ ce(α+ε)tet∥B(t)∥ · ∥x(0)∥

Îòæå, ∃T ∀t ≥ T ìà¹ìî ∥B(t)∥ < ε i

∥x(t)∥ ≤ ce(α+ε)t · eεt · ∥x(0)∥

≤ ce(α+2ε)t · ∥x(0)∥ → 0, t→ ∞.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 41. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ = −1

2x+ sin(t) · x
ẏ = sin(t) · x− 1

2y
. Äîâåäåìî, ùî

âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè t→ ∞.
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Ìàòðèöÿ P (t) =

(
−1

2 sin(t)
sin(t) −1

2

)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëàïïî-

Äàíèëåâñüêîãî.
Ðîçãëÿíåìî

1

t

t∫
0

P (s)ds =
1

t

(
−1

2t 1− cos(t)
1− cos(t) −1

2t

)
=

=

(
−1

2
1−cos(t)

t
1−cos(t)

t −1
2

)
→
(
−1

2 0
0 −1

2

)
= A

Âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A λ = −1
2 < 0 êðàòíîñòi 2. Îòæå, çà òåîðåìîþ

23 ñèñòåìà ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ, òîìó âñi ðîçâ'ÿçêè ïðÿìóþòü äî
íóëÿ ïðè t→ ∞.

Îçíà÷åííÿ 15. Ñèñòåìè
ẋ = f(t, x) (46)

òà
ẏ = g(t, y) (47)

íàçèâàþòüñÿ àñèìïòîòè÷íî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó x(t) ñèñòåìè (46) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y(t) ñèñòåìè (47) òà-
êèé, ùî:

∥x(t)− y(t)∥ → 0, t→ ∞
i íàâïàêè.

Òåîðåìà 24 (Ëåâiíñîíà). Íåõàé ñèñòåìà

ẋ = Ax (48)

¹ ñòiéêîþ,
∞∫
0

∥B(t)∥dt <∞. Òîäi ñèñòåìà

ẏ = (A+B(t))y (49)

àñèìïòîòè÷íî åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (48).

Çàóâàæåííÿ 30. Ñèñòåìà (49) � ñòiéêà (ç ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåíü).

Â ÿêîñòi çàñòîñóâàííÿ ðîçãëÿíåìî ËÎÐ 2-ãî ïîðÿäêó

ẍ+ q(t)x = 0 (50)
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Òåîðåìà 25 (ïðî àñèìïòîòè÷íå iíòåãðóâàííÿ ËÎÐ 2-ãî ïîðÿäêó). Íåõàé
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∞∫
0

|1− q(t)|dt <∞. (51)

Òîäi ∀α, β iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (50) x = x(t):

x(t) = α cos(t) + β sin(t) + o(1), t→ ∞

ẋ(t) = −α sin(t) + β cos(t) + o(1), t→ ∞.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåéäåìî äî ñèñòåìè{
ẋ = y
ẏ = −q(t)x (52)

Íåõàé q(t) = 1 + q̃(t), äå
∞∫
0

|q̃(t)|dt <∞. Ç (52) ìà¹ìî:{
ẋ = y

ẏ = −x− q̃(t)x
, A =

(
0 1
−1 0

)
, B(t) =

(
0 0

−q̃(t) 0

)
Îñêiëüêè λ(A) = ±i, òî A � ñòiéêà, ∥B(t)∥ = |q̃(t)|,

∞∫
0

∥B(t)∥dt =

∞∫
0

|q̃(t)|dt < ∞. Çà òåîðåìîþ Ëåâiíñîíà ñèñòåìà (52) àñèìïòîòè÷íî åêâi-

âàëåíòíà ñèñòåìi {
ẋ = y

ẏ = −x (53)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (53) ìà¹ âèãëÿä:

x(t) = α cos(t) + β sin(t)

ẋ(t) = −α sin(t) + β cos(t)

Â ñèëó òåîðåìè Ëåâiíñîíà ∀α, β iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (52)

(
x(t)
y(t)

)
òàêèé,

ùî
|x(t)− α cos(t)− β sin(t)| → 0, t→ ∞
|y(t) + α sin(t)− β cos(t)| → 0, t→ ∞

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 42. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
{
ẋ = (1 + e−t)x− y

ẏ = 2x− 2(1 + e−t2)y
. Äîâåäåìî,

ùî âñi ðîçâ'ÿçêè îáìåæåíi i iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ïðÿìó¹
äî íóëÿ ïðè t→ ∞.
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Ìà¹ìî A =

(
1 − 1
2 − 2

)
, λ1 = 0, λ2 = −1, òîáòî Re(λ) ≤ 0, à òîìó A

� ñòiéêà.

Äàëi, B(t) =

(
e−t 0

0 −2e−t2

)
,

∞∫
0

∥B(t)∥dt ≤
∞∫
0

e−tdt+

∞∫
0

2e−t2dt <∞.

Çà òåîðåìîþ ïðî ñòiéêiñòü ËÎÑ ç ìàéæå ñòàëîþ ìàòðèöåþ ìà¹ìî:
âñi ðîçâ'ÿçêè îáìåæåíi. Çà òåîðåìîþ Ëåâiíñîíà ñèñòåìà åêâiâàëåíòíà
ñèñòåìi: {

ẋ = x− y
ẏ = 2x− 2y

Ðîçâ'ÿæåìî öþ ñèñòåìó. Äëÿ âëàñíîãî ÷èñëà λ1 = 0 ìà¹ìî âëàñíèé âå-

êòîð h1 =

(
1
1

)
, à äëÿ âëàñíîãî ÷èñëà λ2 = −1 ìà¹ìî âëàñíèé âåêòîð

h2 =

(
1
2

)
. Òîìó ðîçâ'ÿçîê áóäå ìàòè âèãëÿä:

(
x
y

)
= c1e

λ1th1 + c2e
λ2th2 = c1

(
1
1

)
+ c2e

−t

(
1
2

)
Ïîêëàäåìî c1 = 0, c2 = 1, îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê(

x

y

)
= e−t

(
1
2

)
=

(
e−t

2e−t

)
→ 0, t→ ∞

Çà òåîðåìîþ Ëåâiíñîíà iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè
òàêèé, ùî

|x(t)− e−t| → 0, t→ ∞
|y(t)− 2e−t| → 0, t→ ∞

Îòæå,
(
x
y

)
→ 0, t→ ∞.
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