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Вступ

Пропонованi лабораторнi завдання охоплюють частину курсу
“Методи оптимiзацiї”, що стосується методiв чисельної оптимiза-
цiї. Завдання подiленi на чотири частини. Перша частина стосує-
ться мiнiмiзацiї з обмеженнями та без обмежень гладких функцiй.
Друга частина стосується розв’язання задач лiнiйного програму-
вання, зокрема, застосування симплекс-методу. В третiй частинi
розглядаються методи розв’язання задач дискретної оптимiзацiї.
Четверта частина присвячена еволюцiйним алгоритмам – методам
глобальної оптимiзацiї цiльової функцiї. Кожна частина складає-
ться з коротких теоретичних вiдомостей та лабораторних завдань
для самостiйного виконання. У кiнцi наведено список рекомендо-
ваної лiтератури, до якої варто звертатись при опрацюваннi кон-
кретного матерiалу.

Завдання виконуються студентами самостiйно пiд час поза-
аудиторної роботи. Для успiшного виконання завдань, слiд розi-
брати вiдповiдний теоретичний матерiал, придiливши при цьому
особливу увагу методам, якi застосовуються для розв’язання кон-
кретної задачi. Завдання оформлюються у окремому зошитi. Но-
мер варiанту, конкретний термiн виконання завдань визначаються
викладачем, який при потребi надає студентам консультацiю.
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Мiнiмiзацiя у гладких
скiнченновимiрних задачах

Розглянемо методи мiнiмiзацiї скiнченновимiрних задач, в яких
застосовуються локальнi моделi для поступового покращення роз-
рахункової точки, яка збiгається до мiнiмуму цiльової функцiї.
З необхiдними i достатнiми умовами екстремумiв в задачах та
розглядуваними методами оптимiзацiї детально можна ознайоми-
тись в [1–4,6, 7].

Локальну модель можна отримати з формули Тейлора першого
чи другого порядку. Цi методи починають з деякої початкової точ-
ки x(0) i далi будують послiдовнiсть розрахункових точок {x(k)},
якi збiгаються до локального мiнiмуму.

Процедура застосування таких методiв полягає у виборi почат-
кової точки x(0), далi на кожному кроцi побудови послiдовностi
{x(k)} визначаються напрямок кроку d(k) i розмiр кроку αk (при
цьому, як правило, ∥d(k)∥ = 1) та обчислюється наступна розра-
хункова точка

x(k+1) = x(k) + αkd(k). (1)

Також, на кожному кроцi перевiряється, чи задовольняє остання
обчислена розрахункова точка умовi завершення процесу (крите-
рiю зупинки).

Критерiй зупинки застосовується у наступних випадках:

• досягнута потрiбна точнiсть наближень до розв’язку (процес збi-
гається до розв’язку);
• процес розбiгається або зациклюється;
• потрiбна точнiсть наближень ще не досягнута, але швидкiсть

руху до розв’язку настiльки мала, що немає сенсу продовжувати
процес.

Умова досягнення потрiбної точностi для цiльової функцiї f(x),
x ∈ Rn, може рiзнитися в залежностi вiд конкретної задачi i, як
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правило, є однiєю з, чи комбiнацiєю умов:

1) абсолютне покращення цiльової функцiї:

f(x(k))− f(x(k+1)) < ε; (2)

2) вiдносне покращення цiльової функцiї:

f(x(k))− f(x(k+1)) < ε|f(x(k))|; (3)

3) величина градiєнта цiльової функцiї:

∥∇f(x(k+1))∥ < γ;

4) рiзниця мiж сусiднiми розрахунковими точками – величина
кроку: ∥x(k+1) − x(k)∥ < δ;

5) досягнення максимальної кiлькостi крокiв: k ≥ kmax.

Умови (2) та (3) записанi для задачi мiнiмiзацiї

f(x)→ min, x ∈ C ⊆ Rn.

Очевидно, що задача максимiзацiї

f(x)→ max, x ∈ C ⊆ Rn,

еквiвалентна наступнiй задачi мiнiмiзацiї

−f(x)→ min, x ∈ C ⊆ Rn,

i вище наведенi умови (2) та (3) досягнення потрiбної точностi
можуть бути у явному виглядi записанi для задачi максимiзацiї.

Критерiї незбiжностi (розбiжнiсть, чи зациклювання) процесу
та недосягнення потрiбної точностi можна контролювати умовами
схожими на умови 1)–5).

1. Методи першого порядку

Методи першого порядку спираються на iнформацiю про гра-
дiєнт цiльової функцiї для обчислення розрахункових точок i на-
ближеного знаходження мiнiмуму цiєї функцiї.
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Розглядаємо задачу безумовної мiнiмiзацiї{
f(x)→ min,

x ∈ Rn.
(4)

Тут x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn i цiльова функцiя f : Rn → R. При-
пускаємо, що функцiя f є неперервно диференцiйовною на Rn

(f ∈ C1(Rn → R)).
Для наближеного розв’язання задачi (4) можна застосувати такi

методи.

Метод градiєнтного спуску (Gradient Descent Method). Цей
метод є iдейно важливим (безпосередньо на практицi використо-
вується не часто) i є основою для iнших бiльш ефективних методiв.
У цьому методi розрахунковi точки x(k) обчислюються за форму-
лою (1), при цьому початкова точка x(0) може бути довiльною,
напрямок кроку d(k) вибирається як протилежний градiєнту ∇f
цiльової функцiї у поточнiй розрахунковiй точцi x(k), тобто

d(k) = −∇f(x(k)).

Якщо при цьому розмiр кроку αk вибрати такий, що приведе до
найбiльшого зменшення цiльової функцiї у вибраному напрямку,
тобто

αk = argmin
α≥0

f(x(k) + αd(k)),

то розрахунковi точки x(k) утворюють зигзагоподiбний шлях, сусi-
днi ланки в якому є ортогональними. Кожен наступний напрямок
кроку є ортогональним до попереднього. При такому виборi роз-
мiру кроку метод називається методом найшвидшого спуску.

Якщо функцiя f є неперервно диференцiйовною, обмеженою
знизу i її градiєнт ∇f(x) задовольняє умову Лiпшиця, то послiдов-
нiсть розрахункових точок {x(k)} є такою, що lim

k→∞
∇f(x(k)) = 0.
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Цей метод є досить повiльним, особливо для функцiй, графiк
яких є ”вузьким жолобом” принаймнi в деякому околi точки мiнi-
муму.

Метод спряжених градiєнтiв (Conjugate Gradient Method).
Цей метод долає проблему повiльної збiжностi методу градiєнтно-
го спуску у ”вузькому жолобi”, використовуючи iдеї методiв мiнi-
мiзацiї квадратичних функцiй.

У випадку квадратичної функцiї f(x) = 1
2x

TAx + bTx + c, де
A – симетрична додатно визначена матриця розмiру n × n, век-
тори b, c ∈ Rn, метод спряжених градiєнтiв є скiнченним, тобто
дає точний мiнiмум за n крокiв. Напрямки крокiв d(k) є взаємно
спряженими вiдносно матрицi A: dT(i)Ad(j) = 0, для всiх i ̸= j. При
цьому розрахунковi точки x(k) обчислюються за формулою (1), в
якiй

d(0) = −(Ax(0) + b), d(k) = −(Ax(k) + b) + βkd(k−1),

βk =
(Ax(k−1) + b)TAd(k−1)

dT(k−1)Ad(k−1)

, k ≥ 1;

αk = −
dT(k)(Ax(k) + b)

dT(k)Ad(k)
, k ≥ 0.

Метод спряжених градiєнтiв можна застосувати i для неквадра-
тичної (загальної) функцiї f . У цьому випадку метод стає нескiн-
ченним i збiгається глобально. Розрахунковi точки x(k) обчислю-
ються за формулою (1), в якiй

d(0) = −∇f(x(0)), d(k) = −∇f(x(k)) + βkd(k−1),

αk = argmin
α≥0

f(x(k) + αd(k)), k ≥ 1.

Оскiльки у цьому випадку не вiдома матриця A, яка найкращим
чином наближує цiльову функцiю f у околi розрахункової точки
x(k), то коефiцiєнт βk не можна точно обчислити. Iснує декiлька
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варiантiв вибору βk, якi добре зарекомендували себе на практицi:

• метод Флетчера-Рiвса:

βk =
∥∇f(x(k))∥2

∥∇f(x(k−1))∥2
;

• метод Поляка-Рiб’єра:

βk =
∇f(x(k))T(∇f(x(k))−∇f(x(k−1)))

∥∇f(x(k−1))∥2
;

Метод спряжених градiєнтiв є оптимальним за швидкiстю збi-
жностi серед методiв першого порядку.

Метод моментiв (Momentum Method). Метод градiєнтного
спуску буде дуже довго ”перетинати” майже горизонтальнi поверх-
нi цiльової функцiї. Одним iз способiв пришвидшити цей процес є
можливiсть накопичення моменту. Метод моментiв є модифiкацi-
єю методу градiєнтного спуску, який включає у себе накопичення
моменту (використовує iнформацiю про попереднi кроки для при-
скорення збiжностi). У вiдповiдностi з цим методом розрахунковi
точки x(k) обчислюються за формулами:

s(0) = 0, s(k+1) = βs(k) − α∇f(x(k)),

x(k+1) = x(k) + s(k+1), k ≥ 0,

α > 0, β ∈ [0, 1).

Кроковi коефiцiєнти α i β є сталими. При β = 0 одержуємо метод
градiєнтного спуску.

Метод Нестерова (Nesterov Momentum Method). Цей метод на
вiдмiну вiд методу моментiв та iнших, вище розглянутих мето-
дiв, якi обчислюють наступну розрахункову точку за поточною
та, можливо, попереднiми точками, використовує iнформацiю про
майбутнє положення розрахункової точки. Це дозволяє уникну-
ти зайвих ”коливань” розрахункових точок i швидше збiгатися до
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мiнiмуму цiльової функцiї, особливо у вузьких ”жолобах”. Метод
Нестерова модифiкує метод моментiв наступним чином:

s(0) = 0, s(k+1) = βs(k) − α∇f(x(k) + βs(k)),

x(k+1) = x(k) + s(k+1), k ≥ 0.

Кроковi коефiцiєнти α > 0 i β ∈ [0, 1) є сталими.

Метод Adagrad. Метод моментiв та метод Нестерова оновлю-
ють всi компоненти розрахункових точок з однаковими кроковими
коефiцiєнтами. Метод Adagrad (адаптивний субградiєнтний ме-
тод) адаптує оновлення кожної компоненти розрахункових точок.
Цей метод пом’якшує вплив параметрiв з постiйно високими градi-
єнтами, збiльшуючи при цьому вплив параметрiв з малими моди-
фiкацiями. Координати xi,(k) розрахункових точок обчислюються
за формулами:

xi,(k+1) = xi,(k) −
α√

si,(k) + ε
gi,(k), i = 1, . . . , n,

де g(k) = (g1,(k), . . . , gn,(k)) = ∇f(x(k)), si,(k) =
k∑

j=0
g 2
i,(j), α > 0 – кро-

ковий коефiцiєнт i ε > 0 – мале число, що перешкоджає дiленню
на нуль.

Метод Adagrad значно менш чутливий до вибору крокового кое-
фiцiєнта α. Вiн добре працює, коли градiєнт є розрiдженим векто-
ром. Слабкiстю цього методу є те, що компоненти si,(k) монотонно
зростають, що призводить до надмiрного зменшення крокiв онов-
лення розрахункових точок ще до досягнення критерiю збiжностi.

Метод Adam. Адаптивний моментний метод (Adam Method)
поєднує iдеї методу моментiв та методу Adagrad. Цей метод ада-
птує швидкiсть оновлення параметрiв на основi середнього пер-
шого моменту та другого моменту градiєнтiв. Вiн обчислює експо-
ненцiально згладженi середнi градiєнтiв та квадратiв градiєнтiв.
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Розрахунковi точки x(k) обчислюються за формулами:

v(0) = 0, v(k+1) = γvv(k) + (1− γv)g(k),

s(0) = 0, si,(k+1) = γssi,(k) + (1− γs)g
2
i,(k), i = 1, . . . , n,

v̂(k) =
v(k)

1− γkv
, ŝ(k) =

s(k)

1− γks
,

x(k+1) = x(k) −
αv̂(k)√
ŝ(k) + ε

,

де g(k) = (g1,(k), . . . , gn,(k)) = ∇f(x(k)), α > 0 – кроковий коефiцiєнт,
γv, γs ∈ [0, 1) – коефiцiєнти згладжування середнiх градiєнтiв та
квадратiв градiєнтiв i ε > 0 – мале число, що перешкоджає дiленню
на нуль.

Метод Adam є одним з найпопулярнiших методiв першого по-
рядку завдяки своїй ефективностi та простотi використання.

2. Методи другого порядку

Методи другого порядку використовують iнформацiю про дру-
гу похiдну цiльової функцiї (матрицю Гессе) для вибору напрямку
i розмiру кроку при обчисленнi розрахункових точок. Ця додатко-
ва iнформацiя може допомогти покращити локальну модель, яка
використовується для визначення наступної розрахункової точки.

Розглядаємо задачу (4), в якiй цiльова функцiя f : Rn → R є
двiчi неперервно диференцiйовною на Rn, тобто f ∈ C2(Rn → R).
Для наближеного розв’язання такої задачi можна застосувати на-
ступнi методи другого порядку.

Метод Н’ютона (Newton’s Method). Iнформацiя другого поряд-
ку дозволяє виконати квадратичну апроксимацiю цiльової функцiї
i наблизити правильний крок для досягнення мiнiмуму цiльової
функцiї.
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Нехай функцiя f є двiчi неперервно диференцiйовною i сильно
опуклою, тобто матриця других похiдних (матриця Гессе) H(x) =

= ∂2f(x)
∂x2 задовольняє умову xTH(x)x ≥ m∥x∥2. Початкова розра-

хункова точка x(0) не може бути довiльною, має розмiщуватись
достатньо близько до точки мiнiмуму.

Апроксимувавши цiльову функцiю f у околi точки x(k) за допо-
могою розкладу Тейлора квадратичною функцiєю

f̃(x) = f(x(k)) +∇f(x(k))T(x− x(k)) +
1

2
(x− x(k))

TH(k)(x− x(k)),

де H(k) = H(x(k)), наступна розрахункова точка x(k+1) обчислює-

ться як мiнiмум функцiї f̃(x), а саме, шукається з умови ∂f̃(x)
∂x = 0:

∇f(x(k)) +H(k)(x− x(k)) = 0,

звiдки маємо

x(k+1) = x(k) −H−1
(k) ∇f(x(k)).

Якщо матриця Гессе H(x) функцii f додатково задовольняє
умову Лiпшиця з константою L > 0, початкова розрахункова точ-
ка x(0) задовольняє умову

q =
L

2m2

∥∥∇f(x(0))∥∥ < 1,

то метод Н’ютона збiгається до мiнiмуму x∗ функцiї f з квадрати-
чною швидкiстю:

∥x(k) − x∗∥ ≤ 2m

L
q2

k
.

Для квадратичної функцiї f(x) = 1
2x

TAx + bTx + c, де A – до-
датно визначена матриця розмiру n × n, вектори b, c ∈ Rn, метод
Н’ютона є скiнченним i збiгається до точки мiнiмуму за один крок.
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Метод Н’ютона-Рафсона (Newton-Raphson Method). Не для
всiх початкових точок x(0) метод Н’ютона є збiжним. Пошук ”вда-
лої” початкової точки є нетривiальною задачею. Щоб розв’язати
цю проблему, можна модифiкувати метод Н’ютона, а саме, на ко-
жному кроцi окрiм вибору напрямку кроку d(k) = −H−1

(k) ∇f(x(k))
можна вибирати i розмiр кроку αk:

x(k+1) = x(k) − αkH
−1
(k) ∇f(x(k)).

Загалом, розмiр кроку αk вибирається так, щоб мiнiмiзувати зна-
чення цiльової функцiї f у вибраному напрямку d(k):

αk = argmin
α

f
(
x(k) − αH−1

(k) ∇f(x(k))
)
.

Така модифiкацiя методу Н’ютона називається методом Н’ютона–
Рафсона, або демпфованим методом Н’ютона.

Розмiр кроку αk обирається так, щоб досягти зменшення цiльо-
вої функцiї f на кожному кроцi (f(x(k+1)) < f(x(k))). Тому на
кожному кроцi можна початково покласти αk = 1 i за необхiдно-
стi зменшувати до тих пiр, поки не буде виконуватись нерiвнiсть
f(x(k+1)) < f(x(k)).

Вибором αk можна забезпечити глобальну збiжнiсть методу
Н’ютона–Рафсона. За певних умов цей метод, так само як i ме-
тод Н’ютона, має квадратичну збiзнiсть до точки мiнiмуму.

Метод Левенберга-Марквардта (Levenberg–Marquardt Method).
Нехай функцiя f є двiчi неперервно диференцiйовною i не є опу-
клою. У такому випадку метод Н’ютона буде розбiжним. Для
розв’язання цiєї проблеми можна застосувати iншу модифiкацiю
методу Н’ютона, а саме, на кожному кроцi до матрицi Гессе дода-
ватимемо матрицю λkI, де λk > 0 – деякий параметр, а I – оди-
нична матриця розмiру n × n. Тодi наступна розрахункова точка
обчислююватиметься за формулою
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x(k+1) = x(k) −
(
λkI +H(k)

)−1∇f(x(k)). (5)

Очевидно, що при λk = 0 формула (5) перетворюється у метод
Н’ютона, а при достатно великих λk > 0 вона наближається до
методу градiєнтного спуску з малим кроком αk = 1

λk
.

Параметри λk на кожному кроцi можна вибирати з умов

∇f(xT(k))
(
λkI +H(k)

)−1∇f(x(k)) ≥ ε1 > 0, (6)

f(x(k+1)) ≤ f(x(k))− ε2∇f(xT(k))
(
λkI +H(k)

)−1∇f(x(k)), (7)

де ε1 > 0, ε2 ∈ (0; 12) – фiксованi сталi. Тут умова (6) гарантує, що
кут мiж напрямком кроку i атниградiєнтом є гострим, умова (7)
забезпечує зменшення цiльової функцiї на кожному кроцi.

Квазiн’ютонiвськi методи (Quasi-Newton Methods). Iдея цих
методiв полягає у тому, щоб апроксимувати матрицю, обернену до
матрицi Гессе. Обчислення розрахункових точок x(k) у цих мето-
дах вiдбувається за такою загальною формулою

x(k+1) = x(k) − αkQ(k)∇f(x(k)),

де αk > 0 – розмiр кроку, Q(k) – апроксимацiя матрицi H−1
(k) .

На кожному кроцi матрицi Q(k) перераховуються так, щоб
Q(k) −H−1

(k) → 0 при k → +∞. При цьому, як правило, матриця
Q(0) обирається як одинична матриця, тому цi методи переходять
з методу градiєнтного спуску у н’ютонiвськi методи.

Визначимо такi величини:

γ(k) = ∇f(x(k+1))−∇f(x(k)),

δ(k) = x(k+1) − x(k), k ≥ 0.

Якщо матрицi Q(k) перераховуються за формулою

Q(k+1) = Q(k) −
Q(k)γ(k)γ

T
(k)Q(k)

γT(k)Q(k)γ(k)
+

δ(k)δ
T
(k)

γT(k)δ(k)
, k ≥ 0,
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при цьому Q(0) = I i αk = 1, k ≥ 0, то одержуємо метод Девiдона-
Флетчера-Пауела (метод DFP).

У цьому методi матрицi Q(k) мають такi властивостi:

• симетричнiсть i додатна визначенiсть;
• якщо f(x) = 1

2x
TAx+ bTx+ c, то Q(k) = A−1 i метод має тi самi

властивостi збiжностi, що i метод спряжених градiєнтiв;
• для задач великої розмiрностi перерахунок цих матриць може

вимагати значних обчислювальних ресурсiв у порiвняння з iн-
шими методами, наприклад, методом спряжених градiєнтiв.

Альтернативою методу DFP є метод Бройдена-Флетчера-Гольд-
фарба-Шанно (метод BFGS), у якому матрицi Q(k) перераховую-
ться за формулою

Q(k+1) = Q(k) −
Q(k)γ(k)δ

T
(k) + δ(k)γ

T
(k)Q(k)

γT(k)δ(k)
+

+

(
1 +

γT(k)Q(k)γ(k)

γT(k)δ(k)

)
δ(k)δ

T
(k)

γT(k)δ(k)
, k ≥ 0,

при цьому Q(0) = I i αk = 1, k ≥ 0.
Метод BFGS є одним з найбiльш використовуваних квазiн’юто-

нiвських методiв.

Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 1

Задача 1. Для заданої функцiї f(x, y):

1) впевнитись (аналiтично), що функцiя є неперервно диференцi-
йовною i аналiтично порахувати градiєнт ∇f(x, y);

2) реалiзувати будь-якi два методи першого порядку з умовами
досягнення точностi:
а) вiдносне покращення цiльової функцiї з ε = 10−6,
б) рiзниця мiж сусiднiми розрахунковими точками з δ = 10−7,
в) величина градiєнта цiльової функцiї з γ = 10−4;
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3) для обох реалiзованих методiв з кожною умовою досягнення то-
чностi виконати мiнiмiзацiю функцiї f(x, y), починаючи з однiєї
i тiєї ж початкової точки (початкову точку вибрати самостiй-
но), порахувати кiлькiсть iтерацiй у кожному випадку;

4) для кожного випадку порiвняти значення функцiї f(x, y) в
отриманих наближеннях та вiзуалiзувати шляхи розрахунко-
вих точок.

Задача 2. Для заданої функцiї f(x, y):

1) впевнитись (аналiтично), що функцiя є двiчi неперервно дифе-
ренцiйовною i аналiтично порахувати матрицю Гессе H(x, y);

2) реалiзувати будь-якi два методи другого порядку з такими са-
мими умовами досягнення точностi, як у попереднiй задачi;

3) для обох реалiзованих методiв з кожною умовою досягнення то-
чностi виконати мiнiмiзацiю функцiї f(x, y), починаючи з однiєї
i тiєї ж початкової точки (початкову точку вибрати самостiй-
но), порахувати кiлькiсть iтерацiй у кожному випадку, порiв-
няти кiлькiсть iтерацiй з попередньою задачею;

4) порiвняти значення функцiї f(x, y) в отриманих наближеннях
та вiзуалiзувати шляхи розрахункових точок, порiвняти з по-
передньою задачею.

Варiанти завдань

1. f(x, y) = (1− x+ y)2 + 5(y − 1
2x

2)2.

2. f(x, y) = − exp
(
−(xy − 5

4)
2 − (y − 5

4)
2
)
.

3. f(x, y) = (1 + 2x− y)2 + 3(y − x2)2.

4. f(x, y) = − exp
(
−(xy + 2)2 − (x− 2)2

)
.

5. f(x, y) = (1 + x− 3y)2 + 4(x− 1
4y

2)2.

6. f(x, y) = − exp
(
−(xy − 7

4)
2 − (y + 7

4)
2
)
.

7. f(x, y) = (1− 2x+ y)2 + 2(y − 2
5x

2)2.
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8. f(x, y) = − exp
(
−(xy − 5

3)
2 − 1

2(x−
5
3)

2
)
.

9. f(x, y) = (1− x− 4y)2 + 6(x− 3
4y

2)2.

10. f(x, y) = − exp
(
−2

3(xy −
4
3)

2 − 1
2(y +

4
3)

2
)
.

3. Методи умовної мiнiмiзацiї

Багато задач оптимiзацiї мають обмеження, тобто оптимальна
точка має задовольняти певним обмеженням, чи лежати у певнiй
множинi. Такi задачi називають задачами оптимiзацiї з обмежен-
нями, чи задачами умовної мiнiмiзацiї.

Обмеження в таких задачах можуть задаватись безпосередньо
через допустиму множину, i тодi задача умовної мiнiмiзацiї запи-
сується у виглядi f(x)→ min,

x ∈ C ⊂ Rn,
(8)

або обмеження задаються через набiр умов двох типiв: рiвностей
та нерiвностей, i у такому випадку задача умовної мiнiмiзацiї має
вигляд 

f(x)→ min,

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , l,

hj(x) = 0, j = 1, . . . ,m,

(9)

де f : Rn → R – цiльова функцiя, C ⊂ Rn – допустима множина,
gi : Rn → R, i = 1, . . . , l та hj : Rn → R, j = 1, . . . ,m – функцiї, що
задають допустиму множину.

Розглянемо пiдходи та методи, якi дозволяють наближено роз-
в’язати задачi умовної мiнiмiзацiї, зокрема, зводити такi задачi до
задач безумовної оптимiзацiї.

Метод проекцiї градiєнта (Gradient Projection Method). Роз-
глядаємо задачу вигляду (8), в якiй допустима множина C ⊂ Rn
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замкнена i опукла, цiльова функцiя f : Rn → R є неперервно дифе-
ренцiйовною i її градiєнт ∇f(x) задовольняє умову Лiпшиця на C.

Безпосереднє застосування методу градiєнтного спуску до цiєї
задачi може призвести до того, що при деяких k наступна роз-
рахункова точка x(k+1) /∈ C. Але цiєї проблеми можна позбутись,
якщо точку x(k+1) спроектувати на множину C. Тодi, враховуючи
проектування на множину C, розрахунковi точки обчислюватиму-
ться за формулою

x(k+1) = PC
(
x(k) − αk∇f(x(k))

)
,

де PC – оператор проектування на множину C, αk – крок методу,
який обчислюється так само, як у методi градiєнтного спуску.

Для пришвидшення збiжностi, як правило, використовують iн-
ший варiант методу проекцiї градiєнта, а саме, розрахунковi точки
обчислюються за формулою

x(k+1) = x(k) + λk

(
PC
(
x(k) − αk∇f(x(k))

)
− x(k)

)
=

= (1− λk)x(k) + λkPC
(
x(k) − αk∇f(x(k))

)
,

де λk ∈ (0, 1] – додатковий кроковий коефiцiєнт.
На кожному кроцi методу проекцiї градiєнта потрiбно проекту-

вати точку на множину C, що у загальному випадку потребує
розв’язання додаткової оптимiзацiйної задачi, яка може бути до-
сить складною. У зв’язку з цим метод проекцiї градiєнта можна
застосовувати лише у тих випадках, коли оператор проектування
PC легко визначити. Зокрема, якщо множина C є сферою чи ку-
лею, гiперплощиною, напiвпростором, паралелепiпедом та iн., то
оператор проектування PC легко визначається у явному виглядi
без розв’язання додаткової задачi оптимiзацiї.

При вказаних умовах на функцiю f та множину C метод про-
екцiї градiєнта має швидкiсть збiжностi аналогiчну методу градi-
єнтного спуску.
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Метод умовного градiєнта. Розглядаємо задачу вигляду (8),
в якiй допустима множина C ⊂ Rn є замкненою, опуклою i обме-
женою, цiльова функцiя f : Rn → R є неперервно диференцiйов-
ною i її градiєнт ∇f(x) задовольняє умову Лiпшиця на C.

Iдея цього методу полягає у тому, що на кожному кроцi розгля-
дається функцiя

f̄k(x) = ∇f(x(k))T(x− x(k)),

для якої шукається точка

x̄(k) = argmin
x∈C

f̄k(x). (10)

Така точка x̄(k) завжди iснує, оскiльки допустима множина C

замкнена i обмежена, а лiнiйна функцiя f̄k(x) є неперервною.
Для величини ηk = f̄(x̄(k)) ≤ 0 маємо два випадки.
Якщо ηk < 0, то наступна розрахункова точка обчислюється за

формулою

x(k+1) = x(k) + λk(x̄(k) − x(k)) ∈ C,

де λk ∈ (0, 1] – кроковий коефiцiєнт, який обирається так, щоб
f(x(k+1)) < f(x(k)), зокрема, λk можна вибрати так, щоб мiнiмiзу-
вати функцiю f(x(k) + λ(x̄(k) − x(k))) по λ ∈ [0, 1], тобто

λk = argmin
λ∈[0,1]

f(x(k) + λ(x̄(k) − x(k))).

При цьому вектор x̄(k) − x(k) називають умовним градiєнтом.
Якщо ηk = 0, то точка x(k) є точкою мiнiмуму функцiї f на

множинi C.
Метод умовного градiєнта варто застосовувати, якщо задача лi-

нiйної мiнiмiзацiї (10) є достатньо простою i простiшою за вихiдну
задачу умовної мiнiмiзацiї.
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Також, у методi умовного градiєнта замiсть лiнiйної мiнiмiза-
цiї (10) можна розглядати квадратичну мiнiмiзацiю

x̄(k) = argmin
x∈C

(
∇f(x(k))T(x− x(k)) +

1

2
(x− x(k))

TH(x)(x− x(k))

)
,

де H(x) = ∂2f(x)
∂x2 – матриця Гессе функцiї f . При цьому всi iншi

частини методу залишаються без змiн.

Методи штрафних функцiй (Penalty Function Method). На
вiдмiну вiд вище розглянутих методiв умовної мiнiмiзацiї, цi ме-
тоди мають особливiсть, що в них задача умовної мiнiмiзацiї зво-
диться до еквiвалентної задачi, чи послiдовностi задач безумовної
мiнiмiзацiї.

У методi внутрiшнiх штрафiв (або методi внутрiшнiх точок)
розглядається задачаf(x)→ min,

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , l,
(11)

в якiй обмеження мають бути такими, щоб в допустимiй множинi
C iснували внутрiшнi точки. Цей метод гарантує, що якщо поча-
ткова розрахункова точка є внутрiшньою точкою множини C, то
всi розрахунковi точки залишаються у межах цiєї множини.

Метод внутрiшнiх штрафiв використовує штрафну функцiю
Pin(x), яка має властивостi неперервностi, невiд’ємностi (Pin(x) ≥
≥ 0), а також, наближається до нескiнченностi при наближеннi до
межi допустимої множини (Pin(x)→ +∞, x→ ∂C, x ∈ C) i Pin(x)

є необмеженою при x /∈ C. I замiсть задачi умовної мiнiмiзацiї (11)
розглядається послiдовнiсть задач безумовної мiнiмiзацiї

f(x) + ρPin(x)→ min, (12)

де ρ > 0 – параметр, який утворює послiдовнiсть задач безумовної
мiнiмiзацiї.
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Прикладами функцiї Pin(x) є такi:

1) Pin(x) = −
l∑

i=1

1
gi(x)

,

2) Pin(x) = −
l∑

i=1
ln(−gi(x)).

Послiдовнiсть задач (12) починається з ”великого” значення
ρ = ρ0 i деякої початкової точки, яка належить внутрiшностi допу-
стимої множини C. Розв’язок першої задачi безумовної мiнiмiзацiї
є початковою точкою для наступної задачi зi зменшеним значен-
ням ρ = ρ1 < ρ0 i т.д., тобто для кожної задачi (12) з ρ = ρp ї ї
розв’язок є початковою точкою для задачi (12) з ρ = ρp+1 < ρp.
Для завершення послiдовностi задач безумовної мiнiмiзацiї можна
використовувати будь-який з розглянутих вище критерiїв зупин-
ки, наприклад, коли рiзниця мiж послiдовними точками стає до-
статньо малою.

Кожну задачу мiнiмiзацiї (12) можна розв’язувати будь-яким
методом безумовної мiнiмiзацiї.

Складнiстю цього методу є знаходження початкової внутрiшньої
точки. На ефективнiсть методу загалом впливає вибiр початкового
значення ρ, методу його зменшення, а також, вибiр функцiї Pin(x).

У методi зовнiшнiх штрафiв розглядається задача (9). Вiд цiєї
задачi переходимо до послiдовностi задач безумовної мiнiмiзацiї

f(x) + ρPout(x)→ min,

де ρ > 0 – параметр, який утворює послiдовнiсть задач безумовної
мiнiмiзацiї, функцiя Pout(x) є неперервною, невiд’ємною, необме-
жено зростає за межами допустимою множини C i дорiвнює нулю
на цiй множинi (Pout(x) = 0, x ∈ C).

Прикладами функцiї Pout(x) є такi:

1) Pout(x) =
l∑

i=1
max{0, gi(x)}+

m∑
j=1
|hj(x)|,
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2) Pout(x) =
l∑

i=1
max{0, gi(x)}2 +

m∑
j=1

h2j (x).

Послiдовнiсть задач безумовної мiнiмiзацiї у цьому методi утво-
рюється аналогiчно попередньому методу з тiєю вiдмiннiстю, що
послiдовнiсть задач починається з ”малого” значення ρ i у кожнiй
наступнiй задачi послiдовностi значення ρ збiльшується.

У цьому методi не вимагається iснування внутрiшнiх точок у
допустимiй множинi.

Методи, якi використовують функцiю Лагранжа. Суть
цих методiв полягає в тому, що задача умовної мiнiмiзацiї зводи-
ться до задачi безумовної оптимiзацiї у вiдповiдностi з методом
множникiв Лагранжа.

Розглядаємо задачу вигляду (11), в якiй функцiї f та gi, i =

= 1 . . . , l, є неперервно диференцiйовними та опуклими, виконує-
ться умова Слейтера. Для цiєї задачi вводимо функцiю Лагранжа

L(x, λ) = f(x) +
l∑

i=1

λigi(x),

де λ = (λ1,m . . . , λl) – множники Лагранжа, λi ≥ 0, i = 1, . . . , l.
Замiсть задачi (11) розглядаємо задачу безумовної оптимiзацiї по-
шуку сiдлової точки функцiї Лагранжа

min
x

max
λi≥0

L(x, λ).

Для задачi умовної мiнiмiзацiїf(x)→ min,

hj(x) = 0, j = 1, . . . ,m,
(13)

в якiй функцiї f та hj , j = 1, . . . ,m, є неперервно диференцiйов-
ними, вектори ∇hj(x), j = 1, . . . ,m, – лiнiйно незалежнi, вводимо
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функцiю Лагранжа

L(x, µ) = f(x) +

m∑
j=1

µihj(x),

де µ = (µ1, . . . , µm) ∈ Rm – множники Лагранжа. Замiсть зада-
чi (13) розглядаємо задачу безумовної оптимiзацiї пошуку сiдлової
точки функцiї Лагранжа

min
x

max
µ∈Rm

L(x, µ).

В обох випадках, i задачi (11), i задачi (13), для пошуку сiдлової
точки можна використати рiзнi методи, зокрема, можна застосува-
ти модифiкацiю методу градiєнтного спуску для пошуку сiдлової
точки. А саме, послiдовностi розрахункових точок {(x(k), λ(k))} та
{(x(k), µ(k))} будуть обчислюватись за формулами:

1) для задачi (11)

x(k+1) = x(k) − αk∇xL(x(k), λ(k)),

λ(k+1) = max{0, λ(k) + βk∇λL(x(k), λ(k))},

де αk, βk > 0 – кроковi коефiцiєнти, ∇xL(x, λ), ∇λL(x, λ) – век-
тори частинних похiдних за змiнними x та λ, вiдповiдно;

2) для задачi (13)

x(k+1) = x(k) − αk∇xL(x(k), µ(k)),

µ(k+1) = µ(k) + βk∇µL(x(k), µ(k)),

де αk, βk > 0 – кроковi коефiцiєнти, ∇xL(x, µ), ∇µL(x, µ) – век-
тори частинних похiдних за змiнними x та µ, вiдповiдно.

Цi алгоритми збiгаються до сiдлової точки функцiї Лагранжа зi
швидкiстю геометричної прогресiї.
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Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 2

Використовуючи будь-який пiдходящий метод умовної мiнiмiза-
цiї, розв’язати задачi 1–3. Для кожної задачi порахувати кiлькiсть
iтерацiй, вiзуалiзувати шляхи розрахункових точок {(xk, yk)}, пе-
ревiрити приналежнiсть допустимiй множинi розрахункових точок
та отриманих наближень до розв’язкiв.

Задача 1.

f(x, y)→ min,

h(x, y) = 0.

Задача 2.

f(x, y)→ min,

g(x, y) ≤ 0.

Задача 3.


f(x, y)→ min,

g(x, y) ≤ 0,

h(x, y) = 0.

Варiанти завдань

1. f(x, y) = (x+ y)2 − 2x2 +
x

2 + x2 + y2
,

g(x, y) = x2 + y4 − 3,

h(x, y) = (x+ 1)2 + y4 − 4.

2. f(x, y) = y8 − 4x2 − x+ y

1 + x2
,

g(x, y) = x2 + 2y2 − 6,

h(x, y) = (x− 2)4 + y2 − 5.

3. f(x, y) = 2y2 + 3x2 − x6 +
x+ 3y

1 + y2
,

g(x, y) = x2 + y4 − 4,

h(x, y) = (x− 1)2 + y2 − 3.
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4. f(x, y) = x2 − 3y2 + y4 +
2x+ y

1 + 2x2
,

g(x, y) = x4 + 3y4 − 4,

h(x, y) = (x+ 2)4 + (y − 1)2 − 6.

5. f(x, y) = 2x4 + y2 − y − x+ 4y

3 + y2
,

g(x, y) = x4 + 3y2 − 5,

h(x, y) = (x+ 1)4 + (y − 2)2 − 3.

6. f(x, y) = y6 − 3x2 + x− x+ y

2 + x2
,

g(x, y) = x2 + 2y2 − 7,

h(x, y) =
1

2
(x− 2)2 + y4 − 3.

7. f(x, y) = (x+ y)4 − 2x2 + x− y

1 + x4
,

g(x, y) = (x− 1)2 + 3y4 − 5,

h(x, y) = x4 + (y + 1)2 − 2.

8. f(x, y) = 3x4 − x2 + y2 +
x+ 2y

1 + 2x2 + y2
,

g(x, y) = 3x4 + y4 − 4,

h(x, y) =
(
x+

3

2

)4
+ (y − 1)2 − 3.

9. f(x, y) = 2y2 − 3x2 + x4 − 4x+ 3y

2 + y2
,

g(x, y) = (x+ 1)2 + 2(y − 1)2 − 6,

h(x, y) =
1

2
(x+ 2)2 + y4 − 3.

10. f(x, y) = 2x2 + y4 − y +
5x+ y

1 + x2
,

g(x, y) = (x+ 2)4 + y4 − 3,

h(x, y) = (x+ 1)2 +
(
y − 3

2

)4
− 4.
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Лiнiйне програмування

Лiнiйне програмування включає в себе розв’язання задач опти-
мiзацiї з лiнiйною цiльовою функцiєю та лiнiйними обмеженнями.
Багато задач у рiзних областях природнiм чином описуються лi-
нiйними рiвняннями та нерiвностями. Хоч задачi лiнiйного програ-
мування є частинним випадком опуклої оптимiзацiї, для ефектив-
ного використання їх лiнiйної структури були розробленi окремi
методи розв’язання задач лiнiйного програмування.

4. Умовна оптимiзацiя i форми обмежень

Задача лiнiйного програмування може бути виражена у декiль-
кох формах. Кожна задачi лiнiйного програмування складається
з лiнiйної цiльової функцiї i набору лiнiйних обмежень у формi
рiвностей чи нерiвностей.

Загальна задача лiнiйного програмування записується у виглядi
cTx→ min,

aT(i)x = bi, i = 1, . . . ,m1,

aT(m1+j)x ≤ bm1+j , j = 1, . . . ,m2,

xk ≥ 0, k = 1, . . . , n1,

(14)

де c, a(i) ∈ Rn – заданi вектори, bi ∈ R – задачi величини, i =

= 1, . . . ,m; x ∈ Rn; m1,m2 – кiлькiсть обмежень типу рiвностей
i нерiвностей, вiдповiдно, причому 0 ≤ m1,m2 ≤ m i m1 + m2 =

= m; 0 ≤ n1 ≤ n. Обмеження, що задають невiд’ємнiсть координат
вектора x, називаються прямими; всi iншi обмеження задачi (14)
називаються загальними.

Обмеження вигляду āTx ≥ b̄ природнiм чином зводиться до об-
меження ”менше або дорiвнює” i в загальнiй задачi явно не вказу-
ються.

Якщо в задачi (14) m1 = m (вiдповiдно, m2 = 0) i n1 = n, то
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така задача називається канонiчною. У векторно-матричнiй формi
вона записується як cTx→ min,

Ax = b, x ≥ 0.
(15)

Тут A – матриця розмiру m × n, рядками якої є вектори aT(i),
b = (b1, . . . , bm), нерiвнiсть ”бiльше або дорiвнює” для вектора x

означає, що всi його координати є невiд’ємними.
Якщо в задачi (14) m2 = m (вiдповiдно, m1 = 0) i n1 = n,

то в такому випадку задача має стандартну форму i може бути
записана у виглядi cTx→ min,

Ax ≤ b, x ≥ 0,

де A – матриця розмiру m × n, рядками якої є вектори aT(i), b =

= (b1, . . . , bm), нерiвнiсть x ≥ 0 означає те саме, що i вище.
Задача лiнiйного програмування може бути записана i в iншому

виглядi. Нехай в задачi (14) n1 < n, тобто прямi обмеження мають
мiсце не для всiх змiнних. Тодi ввiвши новi змiннi замiною xj =

= x(+) j − x(−) j , де x(+) j , x(−) j ≥ 0, одержуємо прямi обмеження
для всiх змiнних. Загальнi обмеження типу нерiвностей Âx ≤ b̂,
де Â – матриця розмiру m2 × n, рядками якої є вектори aT(m1+i),
b̂ = (bm1+1, . . . , bm), а знак ”≤” для векторiв означає порiвняння
менше або дорiвнює для вiдповiдних координат векторiв, можуть
бути зведенi до загальних обмежень типу рiвностей за допомогою
введення додаткових змiнних s ∈ Rn: Âx + s = b̂, s ≥ 0 (sj ≥ 0,
j = 1, . . . , n). Отже, загальну задачу лiнiйного програмування мо-
жна звести до канонiчного вигляду за допомогою введення дода-
ткових змiнних.
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5. Симплекс-метод

Симплекс-метод (Simplex Method) ефективно розв’язує задачi
лiнiйного програмування, перемiщуючись вiд вершини до верши-
ни допустимою множини. Метод гарантовано досягає оптимально-
го розв’язку, поки задача лiнiйного програмування є допустимою
i обмеженою.

Симплекс-метод застосовується до задач лiнiйного програмува-
ння у канонiчнiй формi (15). При цьому вимагається, щоб рядки
матрицi A були лiнiйно незалежними, кiлькiсть загальних обме-
жень була менше, нiж розмiрнiсть задачi, тобто m < n, i допустима
множина була непорожньою.

Для безпосереднього розв’язання загальної задачi лiнiйного про-
грамування (14) застосовується модифiкацiя симплекс-методу, в
якiй вимагається, щоб загальнi обмеження типу рiвностей aT(i)x =

= bi, i = 1, . . . ,m1, були лiнiйно незалежними, стовпцi з n1 + 1 по
n матрицi Ã були лiнiйно незалежними, де Ã – матриця розмiру
m×n, рядками якої є вектори aT(i), i = 1, . . . ,m, i задача (14) мала
допустимий розв’язок.

Детально ознайомитись з симплекс-методом, його модифiкацiя-
ми та особливими випадками можна в [4, 6, 7, 9].

Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 3

Задача 1. Розв’язати задачу лiнiйного програмування у кано-
нiчнiй формi.

Варiанти завдань

1.


6x1 + 8x2 + 5x3 + 9x4 → min,

2x1 + x2 − x3 + 3x4 = 5,

x1 − 3x2 + x3 + 2x4 = 3,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.
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2.


2x1 + 3x2 + 4x3 → min,

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 4,

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 7,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

3.


3x1 + 5x2 + 2x3 + 4x4 → min,

x1 + x2 + x3 + x4 = 1,

2x1 − x2 + 3x3 + x4 = 1,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

4.


x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 → min,

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = 5,

x1 − 5x2 + 3x3 − x4 = 2,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

5.


9x1 + 2x2 + 7x3 + 3x4 → min,

−x1 + 4x2 + 7x3 + 2x4 = 3,

2x1 + 2x2 + 5x3 + x4 = 4,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

6.


x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 → min,

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 4,

2x1 − x2 + 3x3 + x4 = 3,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

7.


5x1 + 3x2 + x3 − x4 → min,

2x1 − 2x2 + 5x3 + x4 = 3,

x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 5,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.
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8.


2x1 + 7x2 + 4x3 + 5x4 → min,

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 5,

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = 4,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

9.


x1 − 2x2 + 3x3 + x4 → min,

x1 + 6x2 + 8x3 + 3x4 = 7,

−2x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 3,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

10.


−x1 + x2 − x3 + x4 → min,

4x1 + 2x2 + 3x3 + 1x4 = 5,

x1 + 2x2 + 5x3 + x4 = 6,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Задача 2. Розв’язати задачу лiнiйного програмування у стан-
дартнiй формi.

Варiанти завдань

1.



3x1 + x2 → min,

2x1 + x2 ≤ 4,

2x1 + 3x2 ≤ 6,

−x1 + 4x2 ≤ 5,

−x1 − 5x2 ≤ −2

x1, x2 ≥ 0.

2.



x1 − 4x2 → min,

x1 + x2 ≤ 3,

−x1 + x2 ≤ −2,

x1 + 2x2 ≤ 4,

−2x1 + 3x2 ≤ 3,

x1, x2 ≥ 0.

30



3.



5x1 + 3x2 → min,

x1 + x2 ≤ 3,

x1 − x2 ≤ 2,

−x1 − 2x2 ≤ −3
2 ,

−x1 + 3x2 ≤ 3

x1, x2 ≥ 0.

4.



−3x1 + 5x2 → min,

−x1 + 2x2 ≤ −1,

−x1 + x2 ≤ −2,

−x1 − 2x2 ≤ −3,

x1 ≤ 4

x1, x2 ≥ 0.

5.



x1 + x2 → min,

2x1 + x2 ≥ 6,

x1 + x2 ≤ 12,

−x1 + 2x2 ≤ 6,

x2 ≤ 5

x1, x2 ≥ 0.

6.



x1 + 4x2 → min,

2x1 + x2 ≤ 5,

2x1 + 3x2 ≤ 6,

−x1 + 5x2 ≤ 7,

−x1 − 4x2 ≤ −1

x1, x2 ≥ 0.

7.



x1 + 3x2 → min,

x1 + x2 ≤ 3,

x1 − 2x2 ≤ 2,

x1 + 2x2 ≤ 4,

−2x1 + 3x2 ≤ 3,

x1, x2 ≥ 0.

8.



2x1 − 3x2 → min,

x1 + x2 ≤ 3,

5x1 − x2 ≤ 11,

−x1 − 2x2 ≤ −4
3 ,

−x1 + 3x2 ≤ 5

x1, x2 ≥ 0.

9.



4x1 + 3x2 → min,

−x1 + 2x2 ≤ 1,

−x1 + x2 ≤ −1,

−x1 − 2x2 ≤ −3,

5x1 + x2 ≤ 18

x1, x2 ≥ 0.

10.



x1 − x2 → min,

2x1 + x2 ≥ 6,

x1 + x2 ≤ 15,

−x1 + 2x2 ≤ 12,

x1 + 6x2 ≤ 45

x1, x2 ≥ 0.
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Дискретна оптимiзацiя

Багато задач оптимiзацiї мають змiннi, якi є дискретними. Осо-
бливiстю задач дискретної оптимiзацiї є те, що змiннi мають ви-
биратись з дискретної множини. Однi задачi оптимiзацiї мають
нескiнченний простiр проектних параметрiв, iншi задачi – скiн-
ченний. Навiть для скiнченних задач, в яких теоретично можна
перебрати всi можливi варiанти, з обчислювальної точки зору це
практичне не можливо. Розглянемо методи розв’язання дискре-
тних задач оптимiзацiї, якi уникають перебору.

Окремим класом задач дискретної оптимiзацiї є задачi цiлочи-
сельного програмування – це задачi лiнiйного програмування, в
яких змiннi мають належати до множини цiлих чисел. Задача цi-
лочисельного програмування в стандартнiй формi записується у
виглядi 

cTx→ min,

Ax ≤ b, x ≥ 0,

x ∈ Zn.

Тут вектори c, b, матриця A та нерiвностi для векторiв означають
те саме, що i в задачах лiнiйного програмування.

Задачi цiлочисельного програмування, як i задачi лiнiйного про-
грамування, можуть мiстити обмеження типу рiвностей. Перетво-
рення задачi цiлочисельного програмування у форму з обмежен-
нями типу рiвностей часто вимагає введення додаткових змiнних,
аналогiчно як у задачах лiнiйного програмування, i цi додатковi
змiннi не зобов’язанi бути цiлочисельними.

Бiльш загально змiшана задача цiлочисельного програмуван-
ня мiстить як дискретнi, так i неперервнi компоненти невiдомої
змiнної. Така задача з обмеженнями типу рiвностей записується у
виглядi
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
cTx→ min,

Ax = b, x ≥ 0,

x = (xD, xC),

xD ∈ Zn1 , xC ∈ Rn2 .

Тут xD – вектор дискретних змiнних, xC – вектор неперервних
змiнних, n1 + n2 = n.

Детально ознайомитись з методами розв’язання задач дискре-
тної оптимiзацiї можна, зокрема, в [7–9].

6. Округлення

Одним iз загальних пiдходiв до задач дискретної оптимiзацiї
є послаблення обмежень, що змiннi мають належати дискретнiй
множинi. Перевага цього послаблення полягає в тому, що мо-
жна застосувати методи, якi використовують неперервний хара-
ктер цiльової функцiї та обмежень, для вiдшукання розрахунко-
вих точок i наближення до розв’язку. Знайшовши неперервний
розв’язок, змiннi округлюються до найближчого можливого дис-
кретного значення.

Цей пiдхiд має потенцiйнi проблеми, пов’язанi з округленням.
Округлення може призвести до того, що знайдена розрахункова
точка буде недопустимою, або, навiть якщо округлення дає допу-
стиму точку, вона може бути далекою вiд оптимального розв’язку
задачi дискретної оптимiзацiї. Але в деяких задачах можна гаран-
тувати, що послаблений розв’язок буде ”близько” розташований до
оптимального дискретного розв’язку. Зокрема, якщо в задачi цiло-
чисельного програмування матриця A є цiлочисельною, то окру-
глений неперервний розв’язок нiколи не буває ”занадто далеко” вiд
оптимального цiлочисельного розв’язку. Також, у особливому ви-
падку задачi цiлочисельного програмування, в якiй A, b, c є цiло-
чисельними i матриця A є цiлком унiмодулярною, симплекс-метод
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гарантовано знаходить оптимальний цiлочисельний розв’язок (в
цьому випадку округлення не потрiбне).

7. Метод сiчних площин

Цей метод (Cutting Planes Method) розв’язує змiшану задачу цi-
лочисельного програмування, в якiй матриця A не є цiлком унi-
модулярною. Метод сiчних площин розв’язую послаблену задачу
лiнiйного програмування i додає лiнiйнi обмеження, якi ведуть до
оптимального розв’язку.

Метод сiчних площин починає з розв’язку x̃∗ послабленої задачi
лiнiйного програмування, яке має бути вершиною, що задовольняє
систему рiвнянь Ax = b. Якщо компоненти x∗D є цiлочисельними,
то x̃∗ є оптимальним розв’язком задачi цiлочисельного програму-
вання. Якщо ж деякi компоненти x∗D не є цiлочисельними, то шу-
кається гiперплощина, яка вiдсiкає x̃∗ вiд множини допустимих
розв’язкiв задачi цiлочисельного програмування, тобто точка x̃∗

лежить по один бiк гiперплощини, а всi допустимi розв’язки зада-
чi цiлочисельного програмування – по iнший бiк. Ця сiчна площи-
на є додатковим обмеженням, яке додається до послабленої задачi
лiнiйного програмування. Далi розв’язується оновлена послаблена
задача лiнiйного програмування.

На кожнiй iтерацiї цього методу додаються сiчнi площини, якi
вiдсiкають нецiлi компоненти xD вiд допустимої множини при
збереженнi умов допустимостi для найближчих цiлочисельних
розв’язкiв i iншої частини допустимої множини. Потiм розв’язу-
ється задача, доповнена обмеженнями, заданими сiчними площи-
нами, i знаходиться новий послаблений розв’язок. На кожнiй iте-
рацiї збiльшується кiлькiсть обмежень. Цей процес повторюється,
поки не буде знайдено оптимальний цiлочисельний розв’язок.

Метод сiчних площин може використовуватись для точного i
ефективного розв’язання задач цiлочисельного програмування.
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8. Метод гiлок i меж

Цей метод (Branch and Bound Method) може застосовуватись
для розв’язання багатьох задач дискретної оптимiзацiї. Метод гi-
лок i меж гарантує, що оптимальний розв’язок буде знайдено без
перебору всiх можливих варiантiв. Перевагами цього методу є унi-
версальнiсть i простота реалiзацiї, основний недолiк методу – екс-
поненцiальних рiст кiлькостi обчислень при збiльшеннi розмiрно-
стi задачi.

Загалом, метод застосовується до задачif(x)→ min,

x ∈ G,
(16)

де G – деяка скiнченна множина, f – цiльова функцiя.
В основi методу гiлок та меж лежить наступнi складовi, якi

дозволяють суттєво зменшити кiлькiсть переборiв.

1) Обчислення оцiнки. Часто вдається знайти нижню межу (оцiн-
ку) ϕ(G) цiльової функцiї на множинi G або її пiдмножинi таку,
що f(x) ≥ ϕ(G), x ∈ G.

2) Розгалуження (розбиття множини G на пiдмножини). Початко-
во множина G розбивається на певну кiлькiсть неперетинних
пiдмножин. На k-му кроцi алгоритму вибирається пiдмножина
з набору тих пiдмножин, якi ще не пiддавались розбиттю, i роз-
бивається на неперетиннi пiдмножини. Отримуємо новий набiр
пiдмножин, якi ще не пiддавались розбиттю.

3) Перерахунок оцiнок. Якщо G1 ⊂ G2, то оцiнка на G2 не пере-
вищує оцiнки на G1. Тому при розбиттi множини G′ на непе-
ретиннi пiдмножини G′

1, G
′
2, . . . , G

′
s оцiнка на G′ не перевищує

оцiнок на пiдмножинах Gi (ϕ(G′) ≤ ϕ(Gi)), причому для де-
яких пiдмножин може виконуватись строга нерiвнiсть для оцiн-
ки (ϕ(G′) < ϕ(Gi0)).
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4) Обчислення допустимих розв’язкiв (планiв). Для обчислення
планiв використовуються особливостi конкретної задачi. Якщо
на k-му кроцi розгалуження вiдомий план x(k), на (k + 1)-му
кроцi – план x(k+1), i для них має мiсце нерiвнiсть f(x(k)) >

> f(x(k+1)), то замiсть x(k) зберiгається x(k+1).

5) Ознака оптимальностi. Нехай G =
s⋃

i=1
Gi i допустимий розв’язок

x∗ ∈ Gv, де Gv – деяка пiдмножина. Якшо при цьому f(x∗) =

= ϕ(Gv) ≤ ϕ(Gi), i = 1, . . . , s, то x∗ є оптимальним розв’язком
задачi (16).

6) Оцiнка точностi наближеного розв’язку. Нехай G =
s⋃

i=1
Gi, x∗ –

деякий допустимий розв’язок задачi i ϕ̄ = min
i=1,...,s

ϕ(Gi), то ϕ̄ ≤

≤ min
x∈G

f(x) ≤ f(x∗). Рiзниця ∆ = f(x∗)−ϕ̄ є оцiнкою вiдхилення

допустимого розв’язку вiд оптимуму.

Метод гiлок i меж в процесi послiдовного розгалуження множи-
ни G виключає тi пiдмножини, якi не мiстять розв’язкiв, кращих
за вже знайдений. Виключення виконується на основi тесту, що
базується на обчислення оцiнок.

Метод гiлок i меж може використовуватись для точного i ефе-
ктивного розв’язання задач дискретної оптимiзацiї, зокрема, задач
цiлочисельного програмування.

Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 4

Задача 1. Розв’язати задачу цiлочисельного програмування.

Варiанти завдань

1.



4x1 + 5x2 − 3x3 → min,

−x1 + 2x2 + x3 ≤ −1,

−x1 + x2 − x3 ≤ −3,

x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 5,

x1, x2, x3 ≥ 0.

2.



x1 − 4x2 + 2x3 → min,

x1 + x2 + 2x3 ≤ 4,

x1 + 2x2 + x3 ≤ 3,

x1 − 2x2 + 3x3 ≤ 6,

x1, x2, x3 ≥ 0.
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3.



4x1 + 6x2 + 7x3 → min,

x1 + x2 + x3 ≤ 7,

x1 − x2 + 3x3 ≤ 4,

−2x1 − 4x2 +
1
2x3 ≤ −3,

x1, x2, x3 ≥ 0.

4.



4x1 − x2 + 3x3 → min,

−x1 + 2x2 + x3 ≤ 1,

−x1 + x2 − 2x3 ≤ −1,

5x1 + x2 + 3x3 ≤ 18

x1, x2, x3 ≥ 0.

5.



x1 + x2 + 5x3 → min,

3x1 + x2 + 2x3 ≥ 5,

x1 + x2 − 3x3 ≤ 12,

−x1 + 2x2 + 5x3 ≤ 8,

x1, x2, x3 ≥ 0.

6.



x1 + 4x2 − 6x3 → min,

2x1 + x2 + 5x3 ≤ 10,

2x1 + 3x2 − x3 ≤ 6,

−x1 + 5x2 + 2x3 ≤ 7,

x1, x2, x3 ≥ 0.

7.



x1 + 3x2 + 2x3 → min,

2x1 + x2 + 4x3 ≤ 7,

2x1 + 3x2 − x3 ≤ 9,

−x1 + 4x2 + 3x3 ≤ 6,

x1, x2, x3 ≥ 0.

8.



2x1 + 4x2 + 3x3 → min,

x1 + x2 − 4x3 ≤ 8,

x1 − 2x2 + 3x3 ≤ 6,

x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 10,

x1, x2, x3 ≥ 0.

9.



2x1 − 3x2 + 5x3 → min,

5x1 − x2 + 6x3 ≤ 11,

−x1 − 2x2 + 3x3 ≤ −4,

−x1 + 3x2 + 5x3 ≤ 7

x1, x2, x3 ≥ 0.

10.



x1 − x2 − 5x3 → min,

2x1 + x2 + 4x3 ≥ 7,

x1 + x2 − 3x3 ≤ 14,

−x1 + 2x2 + 5x3 ≤ 12,

x1, x2, x3 ≥ 0.
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Задача 2. Розв’язати змiшану задачу цiлочисельного програ-
мування.

Варiанти завдань

1.


5x1 + 2x2 + 4x3 + 7x4 → min,

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 5,

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = 4,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x1, x2 ∈ Z, x3, x4 ∈ R.

2.


x1 + 5x2 − x3 + 2x4 → min,

2x1 − 2x2 + 5x3 + x4 = 3,

x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 5,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x1, x3 ∈ Z, x2, x4 ∈ R.

3.


2x1 − x2 + 4x3 + 6x4 → min,

x1 + 6x2 + 8x3 + 3x4 = 7,

−2x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 3,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x2, x3 ∈ Z, x1, x4 ∈ R.

4.


2x1 − x2 + 5x3 + x4 → min,

4x1 + 2x2 + 3x3 + 1x4 = 5,

x1 + 2x2 + 5x3 + x4 = 6,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x1, x4 ∈ Z, x2, x3 ∈ R.

5.


4x1 + 3x2 + 8x3 − x4 → min,

2x1 + x2 − x3 + 3x4 = 5,

x1 − 3x2 + x3 + 2x4 = 3,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x1, x2 ∈ Z, x3, x4 ∈ R.
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6.


2x1 − 3x2 + 4x3 + 6x4 → min,

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 4,

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 7,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x3, x4 ∈ Z, x1, x2 ∈ R.

7.


7x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4 → min,

−x1 + 4x2 + 7x3 + 2x4 = 3,

2x1 + 2x2 + 5x3 + x4 = 4,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x1, x3 ∈ Z, x2, x4 ∈ R.

8.


3x1 − x2 − 4x3 + 5x4 → min,

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 4,

2x1 − x2 + 3x3 + x4 = 3,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x2, x3 ∈ Z, x1, x4 ∈ R.

9.


−x1 + 3x2 + 6x3 − 7x4 → min,

x1 + x2 + x3 + x4 = 1,

2x1 − x2 + 3x3 + x4 = 1,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x1, x4 ∈ Z, x2, x3 ∈ R.

10.


x1 − 7x2 − 5x3 + 3x4 → min,

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = 5,

x1 − 5x2 + 3x3 − x4 = 2,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0, x2, x4 ∈ Z, x1, x3 ∈ R.

9. Мурашиний алгоритм

Це (Ant Colony Optimization) стохастичний метод оптимiзацiї
маршрутiв через графи. В основi методу лежить поведiнка мура-
шиної колонiї – мурахи випадково блукають у пошуках їжi, за-
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лишаючи слiди феромонiв на шляху, iншi мурахи, натрапляючи
на слiд феромону, ймовiрно, будуть слiдувати за ним, пiдсилюю-
чи аромат слiду. З часом феромони повiльно випаровуються, що
зменшує iнтенсивнiсть шляхiв, якi не використовуються. Короткi
шляхи з бiльш сильними феромонами мурахи проходять частiше,
що призводить до посилення цих шляхiв i привертання бiльшої
кiлькостi мурах. Отже, короткi шляхи створюють позитивний зво-
ротнiй зв’язок, який сприяє їх подальшому посиленню. Алгоритм
є стохастичним за своєю природою i, вiдповiдно, стiйкий до змiн
задачi в часi таких, як затримки руху, що впливають на ефективну
довжину ребер графу, а також, до проблем, пов’язаних з мережа-
ми без ребер.

Мурахи рухаються випадковим чином з залежностi вiд прива-
бливостi доступних ребер. Привабливiсть ребра залежить вiд рiвня
феромону i необов’язкового апрiорного фактора

Ai→j = ταi→j η
β
i→j ,

де τi→j – рiвень феромону на ребрi, ηi→j – необов’язковий апрiор-
ний фактор, α, β – показники, що визначають вплив рiвня феро-
мону та апрiорного фактора вiдповiдно. Для задач, пов’язаних з
пошуком найкоротшого шляху, апрiорний фактор часто визнача-
ється як величина, обернена до довжини ребра li→j , тобто

ηi→j =
1

li→j
.

Мурахи впливають на iнших мурах, залишаючи феромони. Iсну-
ють рiзнi методи моделювання феромонiв. Звичний пiдхiд полягає
в розмiщеннi феромону пiсля проходження всього шляху. Мурахи,
якi не знаходять шляху, не залишають феромону. Зокрема, для
задачi про найкоротших шлях мураха, який пройшов шлях дов-
жиною L, залишає на кожному ребрi, пройденого шляху, феромон
з iнтенсивнiстю 1

L .
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Нехай мураха знаходиться в вершинi i та може перейти до будь-
якої вершини j ∈ J , де J – множина всiх сусiднiх вершин до i.
Ймовiрнiсть переходу мурахи з вершини i до вершини j обчислю-
ється за формулою

Pi→j =
Ai→j∑

k∈J
Ai→k

.

Мурашиний алгоритм також моделює випаровування феромо-
ну. Випаровування феромону допомагає запобiгти передчаснiй збi-
жностi алгоритму до потенцiйного субоптимального розв’язку. В
кiнцi кожної iтерацiї вiдбувається випаровування феромону, що
зменшує рiвень феромону на кожному ребрi. Для мурах в кiнцi
кожної iтерацiї оновлення рiвня феромону на ребрi i → j викону-
ється за формулою

τi→j ← (1− ρ)τi→j +
m∑
k=1

∆τ
(k)
i→j ,

де ρ ∈ [0, 1] – коефiцiєнт випаровування, m – кiлькiсть мурах,
∆τ

(k)
i→j – кiлькiсть феромону, залишеного k-ю мурахою на ребрi

i→ j.
Однiєю з ключових переваг мурашиного алгоритму є його зда-

тнiсть адаптуватися до структури задачi через колективну взаємо-
дiю агентiв. Вiн добре працює на нерегулярних, розрiджених або
багатовимiрних просторах рiшень. Крiм того, паралельна природа
поведiнки мурах робить метод придатним для розподiлених обчи-
слень. Разом iз тим метод має i обмеження – його ефективнiсть
значною мiрою залежить вiд налаштування параметрiв, таких як
швидкiсть випаровування феромону чи ваги евристики. Також,
алгоритм може вимагати значної кiлькостi iтерацiй, щоб досягти
стабiльної якостi розв’язкiв. Загалом, мурашиний алгоритм є по-
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тужним iнструментом для дискретної оптимiзацiї, що поєднує бiо-
логiчне натхнення, стохастичний пошук i механiзми колективного
навчання.

Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 5

Задача 1. Розв’язати задачу про розвезення продукцiї
cTx =

n∑
i=1

cixi → min,

n∑
j=1

aijxj = 1, i = 1, . . . ,m,

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n,

де c = (c1, . . . , cn)
T, A = (aij) i=1,...,m,

j=1,...,n
– матриця розмiру m× n.

Варiанти завдань

В усiх варiантах n = 8, m = 7.

1. A =



1 0 1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 1

1 1 0 0 1 0 1 0

0 0 1 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 1

0 0 1 1 0 1 0 1


, c = (4, 10, 7, 2, 9, 1, 6, 3)T.

2. A =



1 1 0 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 0 0 1

0 1 0 1 1 0 1 0

1 0 1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 1 0 0

1 0 0 1 0 0 1 1


, c = (8, 5, 1, 7, 4, 10, 2, 9)T.
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3. A =



1 1 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 1 0 1

1 0 1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 0 1 0 1 1 1

1 1 1 0 1 0 0 0

0 1 0 0 1 1 0 1


, c = (3, 6, 9, 1, 8, 5, 10, 4)T.

4. A =



0 0 1 1 0 1 0 1

1 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 1 0 0

1 0 0 1 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 0 0 1 1 0


, c = (6, 8, 3, 10, 5, 2, 9, 7)T.

5. A =



1 0 1 1 0 0 1 0

0 1 0 0 1 1 0 1

1 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1 1 0

1 1 1 0 1 0 0 1

0 1 0 1 1 0 1 0


, c = (5, 7, 2, 3, 9, 8, 1, 6)T.

6. A =



0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 0 0 1 1 0

0 1 1 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 1 0 1

1 1 0 1 1 0 1 0

0 1 1 0 1 1 0 0

1 0 0 1 0 0 1 1


, c = (3, 8, 1, 9, 7, 10, 4, 2)T.
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7. A =



1 1 0 0 1 0 1 0

0 0 1 1 0 1 0 1

1 0 1 0 0 1 1 0

0 0 0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1 0 0

1 0 1 1 0 0 1 0

0 1 0 0 1 1 0 1


, c = (2, 1, 7, 10, 8, 6, 9, 4)T.

8. A =



0 0 1 1 0 1 0 1

1 1 0 0 1 0 1 0

0 1 0 1 1 0 1 0

1 0 1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 1 0 0

1 0 0 1 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0 0 1


, c = (1, 4, 6, 5, 2, 3, 8, 9)T.

9. A =



0 1 1 0 1 0 0 1

1 0 1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 0 1 0 1

1 1 0 0 1 0 1 0

0 1 0 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 0 1 0


, c = (10, 8, 2, 9, 4, 1, 7, 3)T.

10. A =



1 0 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 0 1 1

1 0 1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 1 0 0 1

1 1 0 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 1


, c = (7, 5, 3, 1, 6, 9, 2, 8)T.
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Задача 2. Розв’язати задачу про призначення

n∑
i,j=1

ci,jxi,j → min,

n∑
j=1

xij = 1, i = 1, . . . , n,

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n,

xi,j ∈ {0, 1}, i, j = 1, . . . , n,

де C = (ci,j)i,j=1,...,n – матриця розмiру n× n.

Варiанти завдань

1. n = 9, C =



12 4 7 9 3 15 20 6 10

5 18 11 2 14 7 9 21 4

16 8 19 13 5 10 3 12 17

7 14 6 20 11 4 18 9 2

10 3 15 8 19 21 6 14 5

4 12 9 7 16 5 20 3 18

19 6 3 14 8 10 11 5 21

8 20 12 4 6 18 7 10 3

11 5 17 16 21 2 14 8 19


.

2. n = 9, C =



6 14 9 3 18 7 12 5 21

11 4 16 20 8 2 19 13 6

15 7 3 14 10 21 4 9 18

8 19 12 6 5 17 3 20 11

4 10 21 9 13 8 16 7 2

17 6 5 11 4 19 20 14 10

9 3 18 7 21 12 6 2 15

20 11 4 16 3 10 8 19 7

13 5 14 12 9 6 11 21 4


.
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3. n = 9, C =



7 3 12 6 9 14 4 18 21

10 8 5 17 3 20 12 6 14

19 4 16 8 21 7 3 10 5

6 15 9 12 4 18 20 7 11

3 21 8 14 10 5 17 4 19

11 6 20 3 7 12 9 21 8

14 10 4 19 6 3 5 12 17

5 18 7 9 15 11 21 3 6

12 9 14 5 8 16 10 19 4


.

4. n = 9, C =



14 7 10 8 20 11 6 4 19

8 19 4 12 6 3 21 10 5

3 12 9 5 17 14 8 21 6

20 6 18 3 9 5 14 12 10

5 17 8 14 12 10 20 6 3

11 4 21 7 6 19 3 8 15

9 3 15 21 4 8 11 5 18

16 10 6 19 3 12 7 14 4

7 14 11 6 18 9 5 20 12


.

5. n = 9, C =



4 12 7 9 3 18 21 6 14

10 5 19 4 17 8 3 12 20

6 14 3 21 9 5 18 7 11

19 8 12 6 14 10 4 21 3

7 3 20 11 5 19 6 4 18

15 9 4 8 12 21 10 3 17

3 21 6 14 7 4 19 8 12

18 10 5 3 20 6 14 11 9

11 7 14 10 8 12 5 19 6


.
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6. n = 9, C =



9 4 18 7 3 20 12 6 14

21 6 5 14 10 3 19 8 12

4 12 9 3 18 7 21 5 10

16 8 14 20 6 11 3 12 7

5 19 3 8 21 14 10 4 18

12 7 20 6 4 19 8 21 3

8 3 11 9 14 6 5 10 20

10 21 4 18 7 12 6 3 19

14 5 16 11 8 10 20 7 4


.

7. n = 9, C =



10 4 19 6 14 3 21 8 5

6 14 3 21 9 5 18 7 12

7 12 8 3 20 11 4 19 14

18 9 5 14 7 4 12 3 21

19 7 14 10 4 12 3 21 6

3 21 6 8 11 20 5 14 10

8 5 20 11 3 14 7 12 9

21 3 4 19 6 8 10 5 14

12 10 7 14 5 21 6 3 18


.

8. n = 9, C =



5 18 7 3 20 11 4 19 14

12 6 14 9 5 18 7 3 21

4 19 3 21 6 14 10 5 12

7 3 20 11 4 12 9 21 6

18 9 5 14 7 4 12 3 20

21 4 12 6 3 19 8 14 7

3 21 6 8 11 20 5 14 10

14 10 4 19 6 8 3 12 5

8 5 20 11 3 14 7 12 9


.
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9. n = 9, C =



8 3 14 7 12 6 21 4 19

10 5 18 3 20 11 4 19 14

6 14 9 5 18 7 12 3 21

19 7 12 4 11 20 3 14 10

3 21 6 8 14 12 5 10 18

12 4 19 6 3 11 20 7 14

7 12 8 3 20 11 4 19 14

21 6 4 19 7 8 10 5 12

14 10 7 14 5 21 6 3 18


.

10. n = 9, C =



4 12 9 5 18 7 21 3 14

10 5 19 6 14 3 21 8 12

7 12 8 3 20 11 4 19 14

18 9 5 14 7 4 12 3 21

3 21 6 8 11 20 5 14 10

19 7 14 10 4 12 3 21 6

8 5 20 11 3 14 7 12 9

21 3 4 19 6 8 10 5 14

12 10 7 14 5 21 6 3 18


.
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Еволюцiйнi алгоритми

У попереднiх темах розглядались методи оптимiзацiї, в яких
єдина розрахункова точка поступово наближається до оптимуму.
Еволюцiйнi методи виконують оптимiзацiю з використанням на-
бору розрахункових точок, якi називають особинами. Цi методи
натхненнi принципами природної еволюцiї. Розподiл великої кiль-
костi особин (розрахункових точок) у просторi розв’язкiв допома-
гає алгоритму не застрягати в локальних екстремумах. Бiльшiсть
еволюцiйних методiв мають стохастичну природу i, як правило,
легко розпаралелюються. Вони забезпечують баланс мiж пошуком
нових областей простору та покращенням уже знайдених рiшень.
Завдяки паралельнiй природi та гнучкостi еволюцiйнi методи ши-
роко застосовуються в iнженерiї, машинному навчаннi та задачах,
де важлива здатнiсть адаптуватися до складної структури пробле-
ми. Для детального ознайомлення з еволюцiйними методами та їх
конкретними реалiзацiями можна звернутися до [5, 7].

10. Генетичнi алгоритми

Цi алгоритми (Genetic Algorithms) використовують iдеї бiологi-
чної еволюцiї, у ходi якої бiльш здоровi особини з бiльшою ймо-
вiрнiстю передають свої гени наступному поколiнню. Придатнiсть
особини до розмноження обернено пропорцiйна значенню цiльової
функцiї в цiй точцi. Розрахункова точка, пов’язана з особиною,
представлена в виглядi хромосоми. В кожному поколiннi хромосо-
ми бiльш пристосованих особин передаються наступному поколiн-
ню пiсля проходження генетичних операцiй кросовера та мутацiї.

Iснує декiлька способiв представлення хромосом. Найпростiшим
є двiйковий хромосомний ланцюжок, представлення подiбне до ко-
дування ДНК. Двiйковий ланцюжок часто використовується через
простоту вираження кросовера i мутацiї. Однак, процес декодува-
ння двiйкового ланцюжка в розрахункову точку може бути до-
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сить складним. Часто бiльш природнiм представленням хромосом
є список дiйсних чисел. Такi хромосоми є векторами у просторi Rd,
якi безпосередньо вiдповiдають розрахунковим точкам.

Генетичнi алгоритми починаються з випадкової початкової по-
пуляцiї особин. Початкова популяцiя має бути розподiлена у про-
сторi рiшень, щоб збiльшити ймовiрнiсть того, що вибiрки будуть
близькими до ”кращих” областей (до оптимального розв’язку).

Процес вибору хромосом для використання їх як батькiв для
наступного поколiння називається вiдбором. Для популяцiї з m

хромосомами метод вiдбору дасть список з m батькiвських пар
(чи батькiвських груп, якщо бiльше двох батькiв використовується
для утворення нащадка) для m нащадкiв з наступного поколiння.
Iснує декiлька пiдходiв до вiдбору. При вiдсiкаючому вiдборi виби-
раються батьки з числа k найкращих хромосом. При турнiрному
вiдборi кожен батько конкурую з k випадково вибраними хромосо-
мами популяцiї за степенем пристосованостi. При вiдборi методом
рулетки кожен батько вибирається з ймовiрнiстю, пропорцiйною
його пристосованостi по вiдношенню до популяцiї. Оскiльки цi-
льова функцiя має бути мiнiмiзована, пристосованiсть особини x(i)

обернено пов’язана зi значенням цiльової функцiї y(i) = f(x(i)) на
цiй особинi.

Кросовер об’єднує хромосоми батькiв для створення нащадка.
Iснує декiлька схем кросовера. При одноточковому кросоверi пер-
ша частина хромосоми першого з батькiв утворює першу частину
хромосоми нащадка, а iнша частина хромосоми другого з батькiв
утворює другу частину хромосоми нащадка. Точка кросовера, в
якiй вiдбувається роздiлення хромосом батькiв, визначається ви-
падковим чином. При двоточковому кросоверi використовуються
двi випадковi точки кросовера, якi роздiляють хромосоми батькiв
на три частини. Перша i третя частини першого з батькiв утворю-
ють першу i третю частини хромосоми нащадка, а друга частина
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другого з батькiв утворює другу частину хромосоми нащадка. При
рiвномiрному кросоверi кожен ген хромосоми нащадка вибирає-
ться випадковим чином серед вiдповiдних генiв обох батькiв (як
правило, гени вибираються з ймовiрнiстю 1

2). Представленi мето-
ди кросовера пiдходять як для двiйкових хромосомних ланцюжкiв,
так i для хромосом зi списком дiйсних чисел. Але для хромосом
зi списком дiйсних чисел також можна визначити додаткову про-
цедуру кросовера, яка iнтерполює гени батькiв для створення на-
щадка. При iнтерполяцiйному кросоверi хромосома нащадка утво-
рюється, наприклад, лiнiйною iнтерполяцiєю хромосом батькiв xa,
xb за формулою

x = λxa + (1− λ)xb,

де λ – скалярний параметр. Наведенi приклади кросовера є одними
з найпростiших, iснують i iншi методи кросовера хромосом.

Якби новi хромосоми були отриманi лише шляхом кросовера, то
багато ознак, якi не були присутнi в початковiй популяцiї, нiколи
не з’являлися б у наступних поколiннях, i найбiльш пристосованi
гени заповнили б всю популяцiю. Мутацiя вносить випадковi змi-
ни в хромосому нащадка, дозволяючи спонтанно з’являтись новим
ознакам, що дає можливiсть генетичному алгоритму дослiджувати
бiльший простiр станiв. Хромосоми нащадкiв пiддаються мутацiї
пiсля процедури кросовера. Кожен бiт (ген) бiнарної хромосоми,
як правило, має невелику ймовiрнiсть iнвертування (змiни з 0 на 1
або навпаки). Для хромосоми з d бiтами (генами) частота мутацiї
встановлюється, як правило, рiвною 1

d , що дає в середньому одну
мутацiю на хромосому серед нащадкiв. Мутацiя для хромосоми зi
списком дiйсних чисел може бути реалiзована шляхом побiтового
iнвертування в дiйсних значеннях генiв, але частiше для мутацiї
використовують додавання гаусiвського шуму з нульовим матема-
тичним сподiванням до генiв хромосоми нащадка.
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11. Диференцiальна еволюцiя

Диференцiальна еволюцiя (Differential Evolution) – це алгоритм
глобальної оптимiзацiї, розроблений для ефективного пошуку в
безперервних багатовимiрних просторах. На вiдмiну вiд класичних
еволюцiйних методiв, цей метод використовує простий, але надзви-
чайно результативний механiзм варiацiї, що ґрунтується на рiзни-
цях мiж випадково вибраними особинами популяцiї. Такий меха-
нiзм дозволяє алгоритму природно адаптувати масштаб змiн до
геометрiї задачi, забезпечуючи динамiчний баланс мiж дослiдже-
нням простору та експлуатацiєю перспективних областей.

Диференцiальна еволюцiя намагається покращити кожну осо-
бину популяцiї шляхом рекомбiнацiї iнших особин популяцiї у вiд-
повiдностi з наступною формулою. Для кожної окремої особини x

виконуються такi дiї:

• випадковим чином вибираються три рiзнi особини a, b, c з попу-
ляцiї;
• обчислюється промiжна розрахункова точка y = a + w(b − c),

де w – скалярний параметр, який називається диференцiальною
вагою (як правило, w лежить у межах вiд 0.4 до 1.0);
• кросовер мiж x та y утворює особину-кандидата z, а саме, кожен

ген i особини z визначається за формулою

zi =

yi, з ймовiрнiстю p,

xi, з ймовiрнiстю 1− p,
i = 1, . . . , d,

де p – скалярний параметр, який називається ймовiрнiстю кро-
совера;
• включаємо кращу особину з x та z в наступне поколiння.

Завдяки цьому алгоритм демонструє високу стiйкiсть до шуму,
нерiвностей та численних локальних мiнiмумiв.

Однiєю з ключових переваг диференцiальної еволюцiї є просто-
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та: алгоритм має небагато параметрiв, легко налаштовується та
добре масштабується на задачах рiзної складностi.

12. Метод рою часток

Метод рою часток (Particle Swarm Optimisation, або PSO) – це
алгоритм глобальної оптимiзацiї, натхненний колективною пове-
дiнкою природних систем, таких як, зграї птахiв та косяки риб,
який використовується для пошуку оптимальних розв’язкiв у бага-
товимiрних просторах. Iдея цього методу полягає в тому, що група
особин рухається простором, постiйно коригуючи свою траєкторiю
на основi власного досвiду та iнформацiї, отриманої вiд сусiдiв або
всiєї популяцiї (всього рою). Така модель дозволяє алгоритму по-
єднувати iндивiдуальне дослiдження простору з колективним на-
вчанням, що забезпечує ефективний баланс мiж глобальним i ло-
кальним пошуком.

Кожна особина популяцiї вiдслiдковує своє положення, швид-
кiсть та найкраще положення, яке вона ”бачила” дотепер. Iмпульс,
який вводиться у цьому методi для прискорення зближення з мi-
нiмумами, дозволяє особинi накопичувати швидкiсть у сприятли-
вому напрямку, незалежно вiд локальних збурень.

На кожнiй iтерацiї алгоритму кожна особина прискорюється в
напрямку як найкращої позицiї, яку вона бачила, так i найкращої
позицiї, знайденої будь-якою особиною дотепер. Прискорення зва-
жується випадковим доданком, причому для кожного прискорен-
ня генеруються окремi випадковi числа. На кожнiй iтерацiї кожна
особина оновлює свою швидкiсть v(i) та положення x(i) за форму-
лами

v(i) ← wv(i) + c1r1(x
(i)
best − x(i)) + c2r2(xbest − x(i)),

x(i) ← x(i) + v(i),

де xbest – найкраще положення, знайдене всiєю популяцiєю до-
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тепер, x(i)best – найкраще положення, знайдене i-ю особиною доте-
пер, w – iнерцiйний коефiцiєнт, який контролює вплив попередньої
швидкостi, c1 та c2 – константи прискорення, якi контролюють
вплив найкращого положення особини та найкращого положення
рою вiдповiдно, r1 та r2 – випадковi числа, якi генеруються у вiд-
повiдностi з рiвномiрним розподiлом на iнтервалi [0, 1].

Алгоритм має небагато параметрiв, легко реалiзується та добре
масштабується на задачах великої розмiрностi. Його колективна
природа дозволяє уникати передчасної збiжностi, а механiзм вза-
ємного ”обмiну знаннями” мiж особинами сприяє швидкому набли-
женню до оптимальних рiшень.

Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 6

Задача 1. Знайти глобальний мiнiмум функцiї f(x, y):f(x, y)→ min,

(x, y) ∈ R2.

Задача 2. Знайти глобальний мiнiмум в задачif(x, y)→ min,

g(x, y) ≤ 0.

Варiанти завдань

1. f(x, y) = (1−x+y)2+5(y− 1
2x

2)2+10(x2+1) sin2(2(x−3)2+y2),

g(x, y) = (x− 5)2 + (y − 3)4 − 10.

2. f(x, y) =
(
1− exp

(
−(xy−5

4)
2 − (y−3

2)
2
)) (y2

25+cos2
(
x+(y+1)2

))
,

g(x, y) = (x− 3)2 + 2(y + 4)2 − 18.

3. f(x, y) = (1+2x−y)2+3(y−x2)2+3(x2+y2) sin2
(
(x+2)2+y−1

)
,

g(x, y) = (x+ 4)4 + (y + 3)2 − 12.
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4. f(x, y) =
(
1− exp

(
−(xy+2)2−(x−2)2

)) (
x2

10 + sin2((x−1)2−y)
)
,

g(x, y) = (x− 3)4 + 3(y − 5)4 − 10.

5. f(x, y) = (1+x−3y)2+4(x− 1
4y

2)2+8(x2+1) cos2(3(x+4)2+y2),

g(x, y) = (x+ 4)2 + 2(y + 2)2 − 9.

6. f(x, y) =
(
1− exp

(
−(xy−3

2)
2−(y+7

4)
2
)) (y2

15+sin2
(
x+(y−3)2

))
,

g(x, y) = 4(x− 3)2 + (y − 2)4 − 12.

7. f(x, y) = (1−2x+y)2+2(y− 2
5x

2)2+(x2+4y2) cos2
(
x+(y+1)2−1

)
,

g(x, y) = (x− 4)4 + (y + 4)2 − 14.

8. f(x, y) =
(
1− exp

(
−(xy−5

3)
2−(x−3)2

)) (y2

27 + cos2((y+1)2+x)
)
,

g(x, y) = 3(x+ 2)4 + (y − 1)4 − 8.

9. f(x, y) = (1−x−4y)2+6(x−3
4y

2)2 + 6(x2+y2) sin2((x+ 5)2 + y2),

g(x, y) = (x− 5)2 + 3(y + 2)2 − 11.

10. f(x, y) =
(
1− exp

(
−(xy−2)2−(y+4

3)
2
)) (

x2

32+cos2
(
x2+y+1

))
,

g(x, y) = (x+ 2)2 + (y − 2)4 − 13.

13. Еволюцiйнi стратегiї

Еволюцiйнi стратегiї (Evolution Strategies) – це еволюцiйнi ал-
горитми, спецiально розроблений для оптимiзацiї у неперервних
просторах, де цiльова функцiя може бути складною чи недифе-
ренцiйованою. На вiдмiну вiд генетичних алгоритмiв, де мутацiя
часто має допомiжний характер, еволюцiйнi стратегiї зосереджую-
ться на адаптивному пошуку в багатовимiрних дiйсних просторах,
використовуючи стохастичнi мутацiї та механiзми самоналаштува-
ння (самоадаптацiї) параметрiв, саме мутацiя є основним операто-
ром пошуку. Ключова iдея полягає в тому, що не лише розв’язки,
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а й характеристики самого пошуку еволюцiонують разом iз попу-
ляцiєю.

Класичнi схеми (1 + 1)-ES, (µ + λ)-ES та (µ, λ)-ES задають рi-
знi моделi вiдбору та замiщення. У (1+ 1)-ES один батько генерує
одного нащадка, i виживає кращий iз двох. У багатопопуляцiйних
варiантах (µ + λ)-ES та (µ, λ)-ES використовується бiльша кiль-
кiсть батькiв i нащадкiв, що дозволяє збiльшити рiзноманiття та
покращити дослiдження простору.

Одним iз найважливiших внескiв еволюцiйних стратегiй у роз-
виток еволюцiйних алгоритмiв є концепцiя самоадаптацiї параме-
трiв мутацiї, тобто еволюцiонують не лише розв’язки, а й самi па-
раметри пошуку. Це забезпечує динамiчне балансування мiж гло-
бальним (великi кроки) та локальним (малi кроки) пошуком. Роз-
ширення, такi як корельованi мутацiї та адаптацiї коварiацiйної
матрицi, дозволили алгоритмам враховувати геометрiю простору
пошуку. Це привело до появи сучасних методiв, таких як CMA-ES,
якi сьогоднi вважаються одними з найефективнiших стохастичних
оптимiзаторiв для неперервних задач.

Еволюцiйнi стратегiї є гнучким, математично обґрунтованим
i практично ефективним пiдходом до оптимiзацiї у неперервних
просторах. Перевага методу полягає у простотi, здатностi до само-
адаптацiї та високiй стiйкостi до шуму й нерегулярностей цiльових
функцiй.

14. Еволюцiйне програмування

Еволюцiйне програмування (Evolutionary Programming) вини-
кло як метод еволюцiї поведiнкових моделей та стохастичних авто-
матiв. На вiдмiну вiд еволюцiйних стратегiй, еволюцiйне програму-
вання зосереджується на мутацiї як головному операторi варiацiї
та на еволюцiї параметрiв, що визначають поведiнку або функцiо-
нування системи, самоадаптацiя загалом не використовується.
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У класичному варiантi методу iндивiд представляє функцiо-
нальну поведiнку або вектор дiйсних параметрiв, а мутацiя реа-
лiзується через додавання випадкового шуму. Важливо, що ево-
люцiйне програмування не покладається на кросовер, вiн або пов-
нiстю вiдсутнiй, або використовується мiнiмально. Еволюцiя вiдбу-
вається через поступовi стохастичнi змiни, а не через комбiнування
генетичного матерiалу.

Вiдбiр у еволюцiйному програмуваннi здiйснюється через тур-
нiрнi схеми, у яких кожен iндивiд змагається з випадково вибра-
ними суперниками. Такий механiзм забезпечує м’який селекцiй-
ний тиск, сприяє збереженню рiзноманiття та пiдвищує стiйкiсть
до шуму. Нащадки конкурують iз батьками, i виживають тi, хто
демонструє кращу пристосованiсть.

Еволюцiйне програмування демонструє дуже високу стiйкiсть
до шуму, нерiвностей та розривiв у цiльовiй функцiї. Метод має й
обмеження. Вiн може вимагати значної кiлькостi оцiнок цiльової
функцiї, особливо у багатовимiрних просторах. Крiм того, ефе-
ктивнiсть сильно залежить вiд вибору початкових параметрiв му-
тацiї та механiзмiв самоадаптацiї. Без належного контролю алго-
ритм може або надто повiльно дослiджувати простiр, або втрачати
здатнiсть до локальної оптимiзацiї. Еволюцiйне програмування є
гнучким i стiйким методом еволюцiйної оптимiзацiї, його сильнi
сторони – простота, ефективнiсть у шумних середовищах, стiй-
кiсть до нерегулярностей i розривiв.

15. Генетичне програмування

Генетичне програмування (Genetic Programming) є еволюцiй-
ним методом автоматичного створення програм, моделей i фун-
кцiональних структур. На вiдмiну вiд генетичних алгоритмiв, в
яких розрахунковi точки представляються хромосомами, генети-
чне програмування працює з деревами, якi можуть змiнювати
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форму, розмiр i логiку. Цей метод дозволяє еволюцiйним проце-
сам вiдкривати новi функцiональнi залежностi. Вiн є гнучким ме-
ханiзмом пошуку у просторi програмних структур, що робить йо-
го унiверсальним iнструментом для задач, де структура розв’язку
невiдома наперед.

Подiбно генетичним алгоритмам генетичне програмування iнiцi-
алiзується випадковим чином i використовує кросовер i мутацiю.
При кросоверi два батькiвських дерева змiшуються, утворюючи
дерево нащадка. В кожному батькiвському деревi вибирається ву-
зол i пiддерево у такому вузлi першого батькiвського дерева замi-
няється пiддеревом у вибраному вузлi другого батькiвського дере-
ва. Кросовер дерев має тенденцiю утворювати дерева великої гли-
бини. Кожне поколiння має тенденцiю до збiльшення складностi,
що часто призводить до суттєвого складних розв’язкiв i уповiль-
ненню часу виконання.

Застосування мутацiї дерев полягає у виборi випадкового вузла
в деревi, пiддерево в цьому вузлi видаляється i генерується нове
випадкове пiддерево. Перестановка дерев є iншою формою мута-
цiї. Тут дочiрнi елементи випадково вибраного вузла переставля-
ються випадковим чином. Однiєї перестановки дерев, чк правило,
не достатньо для внесення нового генетичного матерiалу в популя-
цiю, i вона часто сумiщається з мутацiєю дерев. У всьому iншому
реалiзацiя генетичного програмування iдентична реалiзацiї гене-
тичних алгоритмiв. Варто придiляти бiльше уваги при реалiзацiї
кросовера i мутацiї, особливо при визначеннi того, якi типи вузлiв
можуть бути згенерованi. Контроль складностi є важливою части-
ною практичного застосування методу, для цього використовують
обмеження глибини, штрафи за розмiр. Iншою проблемою є висока
вартiсть обчислень, а саме, генетичне програмування часто потре-
бує великої кiлькостi оцiнок, особливо у складних задачах або при
великих популяцiях.
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Генетичне програмування — це гнучкий i потужний метод ево-
люцiйної оптимiзацiї, здатний автоматично створювати складнi
обчислювальнi структури. Його сила полягає у здатностi вiдкри-
вати новi форми розв’язкiв, адаптуватися до складних середовищ
i генерувати iнтерпретованi моделi. Попри обчислювальнi викли-
ки, цей метод залишається одним iз найважливiших iнструментiв
для задач, де структура розв’язку не визначена наперед i має бути
знайдена еволюцiйним шляхом.

Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 7

Задача 1. Розв’язати задачу
n∑

i=1
pixi → max,

n∑
i=1

wixi ≤W, xi ∈ {0, 1, . . . , ki}, i = 1, . . . , n,

де p = (p1, . . . , pn), w = (w1, . . . , wn), k = (k1, . . . , kn) – заданi
вектори, W > 0 – задана константа.

Варiанти завдань

В усiх варiантах n = 8.

1. W = 82, p = (12, 3, 17, 8, 5, 14, 9, 2), w = (5, 4, 8, 6, 11, 8, 7, 4),
k = (1, 5, 4, 3, 3, 3, 2, 2).

2. W = 76, p = (7, 11, 4, 16, 1, 13, 10, 6), w = (7, 5, 8, 7, 5, 5, 10, 9),
k = (3, 2, 2, 1, 5, 5, 2, 3).

3. W = 93, p = (15, 2, 9, 7, 17, 4, 8, 12), w = (3, 10, 8, 6, 8, 3, 7, 8),
k = (4, 1, 2, 2, 3, 1, 5, 5).

4. W = 102, p = (10, 4, 13, 6, 15, 3, 12, 7), w = (7, 11, 6, 10, 5, 6, 10, 7),
k = (3, 4, 3, 4, 2, 5, 3, 1).
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5. W = 85, p = (9, 17, 6, 2, 13, 8, 4, 15), w = (11, 6, 5, 11, 8, 5, 3, 5),
k = (5, 5, 2, 1, 5, 4, 4, 2).

6. W = 98, p = (4, 10, 12, 5, 7, 16, 3, 11), w = (6, 4, 5, 11, 8, 9, 4, 11),
k = (4, 3, 1, 3, 2, 1, 5, 3).

7. W = 94, p = (13, 1, 15, 9, 6, 2, 14, 17), w = (4, 11, 4, 10, 10, 9, 3, 7),
k = (2, 5, 4, 5, 4, 1, 5, 1).

8. W = 109, p = (8, 5, 11, 14, 12, 7, 1, 10), w = (6, 7, 7, 3, 11, 11, 7, 11),
k = (3, 5, 3, 2, 1, 1, 5, 4).

9. W = 74, p = (16, 9, 2, 13, 4, 15, 5, 3), w = (7, 3, 4, 9, 10, 4, 6, 8),
k = (5, 3, 1, 4, 2, 5, 2, 5).

10. W = 99, p = (3, 12, 7, 1, 8, 9, 17, 16), w = (9, 7, 4, 8, 7, 7, 8, 10),
k = (4, 2, 1, 2, 3, 2, 4, 2).

Задача 2. Розв’язати задачу

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

aijkl xij xkl → min,

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n,

n∑
j=1

xij = 1, i = 1, . . . , n,

xij ∈ {0, 1},

де aijkl = cij + fikdjl i C = (cij), F = (fij), D = (dij) – заданi
матрицi розмiру n× n.

Варiанти завдань

В усiх варiантах n = 4.

1. C =


72 91 64 118

83 126 77 95

68 74 89 120

99 65 112 87

, F =


12 7 15 9

4 18 11 16

13 8 16 5

10 14 17 7

,
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D =


12 27 19 6

25 14 8 30

7 18 22 11

29 9 15 24

.

2. C =


64 73 95 110

88 121 79 66

97 84 126 72

91 68 103 75

, F =


6 11 4 17

15 9 18 7

8 16 12 5

14 10 13 6

,

D =


5 16 23 12

28 19 7 14

21 30 10 6

17 25 8 27

.

3. C =


85 64 78 92

74 118 69 101

96 83 110 126

71 99 87 65

, F =


18 5 14 9

11 8 17 4

7 12 6 16

15 13 10 5

,

D =


30 17 12 8

6 25 5 21

14 19 27 23

11 29 16 1

.

4. C =


126 75 82 93

68 91 64 110

77 84 99 118

72 95 103 88

, F =


9 16 7 14

5 11 18 8

13 6 15 10

4 12 17 9

,

D =


26 11 7 20

9 30 14 18

22 13 29 6

15 24 5 27

.
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5. C =


90 64 73 81

118 97 126 75

69 88 95 110

83 72 66 99

, F =


8 17 5 13

14 6 12 18

9 15 7 11

16 10 4 14

,

D =


7 30 18 25

12 9 27 14

23 19 6 29

5 22 11 16

.

6. C =


64 85 92 118

74 99 68 110

83 126 75 97

91 72 84 65

, F =


17 6 13 8

10 5 14 18

7 16 9 12

11 4 15 6

,

D =


9 22 14 30

18 7 26 11

27 15 6 23

10 29 5 24

.

7. C =


97 88 64 73

110 75 91 118

66 83 126 95

72 69 84 99

, F =


4 15 9 12

16 7 13 5

18 10 6 14

8 17 11 9

,

D =


16 5 28 19

23 12 7 30

14 25 10 27

6 29 18 1

.

8. C =


64 81 97 110

75 118 83 69

95 126 72 88

66 73 99 84

, F =


13 8 17 6

5 12 9 15

14 4 16 11

10 18 7 13

,
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D =


11 30 6 24

7 19 25 12

28 14 23 5

21 9 27 16

.

9. C =


64 90 118 83

75 97 69 126

88 72 110 95

66 73 84 99

, F =


6 14 10 17

9 5 13 18

12 7 16 4

15 11 8 14

,

D =


14 23 30 9

12 29 7 21

25 6 18 27

10 16 28 5

.

10. C =


90 118 64 75

83 110 69 97

72 126 95 88

73 66 84 99

, F =


16 10 5 18

13 17 8 9

9 4 12 15

7 14 6 11

,

D =


22 18 7 22

6 26 11 29

24 9 15 8

12 20 5 17

.
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