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ПЕРЕДМОВА

Навчальнi завдання охоплюють теми курсу функцiонального аналiзу, що читаються
в VII семестрi студентам ОП "Комп’ютерна математика" вiдповiдно до дiючої програми
навчальної дисциплiни. Для кожного заняття наведено список контрольних питань з
теми, що розглядається, i набори задач, для розв’язування в аудиторiї (частина А) та
домашнього завдання (частина Б).

До частини А кожного заняття включенi також додатковi задачi, позначенi лiтерою
Д. Вони зазвичай бiльш складнi, доповнюють матерiал вiдповiдного заняття i можуть
пропонуватися студентам, якi успiшно впоралися з основною частиною завдань.

Бiльшiсть з наведених тут задач запозичена з вiдомої навчальної лiтератури, пiдго-
товленої викладачами кафедри математичного аналiзу.
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ОСНОВНI ПОЗНАЧЕННЯ

2X – набiр усiх пiдмножин X;
A4B = (A\B) ∪ (B\A) – симетрична рiзниця множин A i B;
[t] – цiла частина t (найбiльше цiле число, що не перевищує t);
C(A) – набiр усiх функцiй, неперервних на множинi A;
B(Y ) – борельова σ-алгебра пiдмножин метричного простору Y ;
λm - мiра Лебега в Rm;
λF - мiра Лебега-Стiлтьєса в Rm, породжена функцiєю F ;
IA(t) – iндикатор множини A (функцiя, що дорiвнює 1 при x ∈ A та дорiвнює 0 при

x /∈ A);
fn → f (modλ) – послiдовнiсть функцiй {fn, n ≥ 1} збiгається до функцiї f майже

скрiзь за мiрою λ;
fn

λ−→ f – послiдовнiсть функцiй {fn, n ≥ 1} збiгається до функцiї f за мiрою λ;
Sm – борельова σ-алгебра пiдпiдмножин Rm;
SF – σ-алгебра пiдпiдмножин R, вимiрних за Лебегом-Стiлтьєсом для функцiї F ;
P = {(a, b] | −∞ < a < b <∞} ∪ {∅};
Pm = {(a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (am, bm] | −∞ < ak < bk <∞, 1 ≤ k ≤ m} ∪ {∅};
L(A, λ) – набiр усiх функцiй, iнтегровних на множинi A за мiрою λ;
L(E1, E2) – сукупнiсть усiх лiнiйних неперервних операторiв, що дiють з лiнiйного

нормованого простору E1 в лiнiйний нормований простiр E2;
L(E) = L(E,E).
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ЗАНЯТТЯ 1

ОСНОВНI КЛАСИ МНОЖИН

Контрольнi запитання

1. Означення пiвкiльця, пiвалгебри, кiльця, алгебри, σ-кiльця та σ-алгебри.
2. Означення породжених класiв множин.
3. Означення мiри.
4. Теорема про елементарнi властивостi мiри, заданої на кiльцi.
5. Теореми про неперервнiсть мiри знизу та зверху.

A1

1. З’ясувати, чи є пiвкiльцем клас H пiдмножин R, якщо:
1) H = {[a, b) | −∞ < a < b <∞} ∪ {∅};
2) H = {(a, b) | −∞ < a < b <∞} ∪ {∅}.

2. Нехай H = {B ⊂ P | одна з множин B,B не бiльш нiж злiченна}. Довести, що H
– σ-кiльце.

3. Навести приклад кiльця, що замкнене вiдносно операцiї злiченного перетину, але
не є σ-кiльцем.

4. Нехай A ⊂ X, A 6= ∅, A 6= X. Визначити мiнiмальнi кiльце i σ-алгебру, породженi
класом H = {A}.

5. Нехай ϕ – мiра на кiльцi K пiдмножин X, A,B,C – такi множини з K, що
ϕ(A ∪B ∪ C) < +∞. Довести, що:
1) ϕ(A∪B ∪C) = ϕ(A) +ϕ(B) +ϕ(C)−ϕ(A∩B)−ϕ(A∩C)−ϕ(B ∩C) +ϕ(A∩B ∩C);
2) ϕ(A4B) ≤ ϕ(A4 C) + ϕ(C 4B);
3) |ϕ(A)− ϕ(B)| ≤ ϕ(A4B).

Д1. Довести, що непорожнiй клас H пiдмножин X, замкнений вiдносно операцiй ∪
i 4, є кiльцем.

Д2. Нехай FY – σ-алгебра пiдмножин Y , f : X → Y , f−1(FY ) = {f−1(B) | B ∈ FY }.
Довести, що f−1(FY ) – σ-алгебра пiдмножин X.

Д3. Нехай KX – кiльце пiдмножин X, f : X → Y , f(KX) = {f(B) | B ∈ KX}.
Показати, що f(KX) не є, взагалi кажучи, кiльцем пiдмножин Y .

Д4.Верхньою границею послiдовностi множин {An, n ≥ 1} називають множину
limAn = {x | x належить до нескiнченної кiлькостi множин An}. Довести, що

limAn =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak.
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Д5. Нехай λ – мiра на σ-алгебрi F пiдмножин X, {An, n ≥ 1} ⊂ F ,
∞∑
n=1

λ(An) < +∞.

Довести, що λ(limAn) = 0.

B1

1. Показати, що непорожнiй клас H пiдмножин X, замкнений вiдносно операцiй ∪ i
∩, не є, взагалi кажучи, кiльцем.

2. З’ясувати, чи є пiвкiльцем клас H пiдмножин R, якщо:
1) H = {(a, b] | a, b ∈ Q, a < b} ∪ {∅};
2) H = {(a1, b1]× (a2, b2] | −∞ < ak < bk <∞, k = 1, 2} ∪ {∅}.

3. Нехай A,B – такi пiдмножини X, що A\B, B\A, A ∩ B, A ∪B – непорожнi
множини. Визначити мiнiмальнi алгебру i σ-алгебру, породженi класом H = {A,B}.

4. Нехай H – непорожнiй клас множин. Довести, що кожну множину з породженого
кiльця k(H) можна покрити скiнченною кiлькiстю множин з H.

5. Нехай λ – мiра на σ-алгебрi F пiдмножин X. Довести, що клас множин K = {A ∈
F |λ(A) = 0} є σ-кiльцем.

6. Нехай ϕ – скiнченна мiра на кiльцi K пiдмножин X, {A,B,C} ⊂ K та вiдомi
значення ϕ(A), ϕ(B), ϕ(C), ϕ(A∩B), ϕ(A∩C), ϕ(B∩C), ϕ(A∩B∩C). Знайти ϕ(D),
якщо D – всiх тих елементiв, якi:
1) належать тiльки до множини A i не належать до B i C;
2) належать тiльки до однiєї з множин A,B i не належать до C.

ЗАНЯТТЯ 2

МIРА ЛЕБЕГА НА ПРЯМIЙ ТА НА ПЛОЩИНI

Контрольнi запитання

1. Побудова мiри Лебега на R.
2. Означення i властивостi σ-алгебри B(R) борельових множин в R.
3. Побудова мiри Лебега на площинi.
4. Означення i властивостi σ-алгебри B(R2) борельових множин в R2.
5. Мiра Лебега на площинi як добуток мiр Лебега на R.

A2

1. Довести, що множина A ⊂ R є борельовою, та знайти λ1(A), якщо:
1) A = [0, 3) ∩ (R\Q);
2) A = {1, 2} ∪ (5,+∞);
3) A = {x ∈ R | x2 ∈ N}.
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2. Побудувати множину A ⊂ R2, довести, що вона є борельовою, та знайти λ2(A),
якщо:
1) A = {(x1, x2)};
2) A = {a} × (b, c];
3) A = {a} × R;
4) A = (a, b]× (c,+∞);
5) A = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ 1√

x
, x ∈ (0, 1]};

6) A =
∞⋃
n=1

An, де An = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ (x− n)n, x ∈ [n, n+ 1]}, n ≥ 1.

3. Нехай множина A ⊂ R вимiрна за Лебегом i має принаймнi одну внутрiшню точку.
Довести, що λ1(A) > 0.

4. Нехай множина A ⊂ [a, b] вимiрна за Лебегом i λ1(A) = 1. Довести, що для
кожного δ ∈ [0, 1] iснує множина Aδ ⊂ A така, що Aδ вимiрна за Лебегом i λ1(Aδ) = δ.

Д1. Нехай множина A ⊂ [a, b] замкнена i λ1(A) = b− a. Довести, що A = [a, b].

Д2. Нехай множина A ⊂ [0, 1] вимiрна за Лебегом i λ1(A) > 0. Довести, що:
1) iснують x, y ∈ A такi, що (x− y) ∈ R\Q;
2) iснують x, y ∈ A такi, що (x− y) ∈ Q.

B2

1. Довести, що множина A ⊂ R є борельовою, та знайти λ1(A), якщо:
1) A = [−5,+∞)\N;
2) A = {x ∈ R | 0 < arctg x < 1};
3) A = [0, 10]\(Q\Z);
4) A = {x ∈ [0, 1] | x4 ∈ R\Q};
5) A =

∞⋃
n=1

[ 1
ln(n+2)

, 1
ln(n+1)

].

2. Довести, що множина A ⊂ R2 є борельовою, та знайти λ2(A), якщо:
1) A = Q× R;
2) A = (R\Q)× (R\Q);
3) A = R× {x ∈ R | x2 ∈ R\Q};
4) A =

∞⋃
n=1

An, де An = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ e−x, x ∈ [n, n+ 1]}, n ≥ 1.

3. Нехай A – множина точок (x, y) ∈ [0, 1]2, таких, що 2x+y – рацiональне число.
Довести, що множина A є борельовою, та знайти λ2(A).
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ЗАНЯТТЯ 3

МIРА ЛЕБЕГА НА ПРЯМIЙ ТА НА ПЛОЩИНI
(ПРОДОВЖЕННЯ). МIРА ЛЕБЕГА-СТIЛТЬЄСА

Контрольнi запитання

1. Побудова мiри Лебега-Стiлтьєса на R.

A3

1. Нехай λF – мiра Лебега-Стiлтьєса, породжена функцiєю F . Довести, що:
1) λF ({a}) = F (a)− F (a−);
2) λF ([a, b)) = F (b−)− F (a−);
3) λF (R) = F (+∞)− F (−∞), де F (±∞) = lim

t→±∞
F (t).

2. Нехай F (x) = [x]. Побудувати функцiю F . Знайти:
1) λF ({n}), де n ∈ Z;
2) λF ((0, 5)));
3) λF ([0, 20] ∩Q);
4) λF (N).

3. Нехай F (x) = −I(−∞,0)(x) + 2I[0,3)(x) + xI[3,+∞)(x), x ∈ R. Побудувати функцiю F .
Знайти λF ({0}), λF ({3}), λF (R\{0, 3}).

4. Нехай для вимiрних за Лебегом множин Ak ⊂ [0, 1], 1 ≤ k ≤ n, вiдомо, що
n⋂
k=1

Ak = ∅. Довести, що
n∑
k=1

λ1(Ak) ≤ n− 1.

5. Нехай множина A ⊂ R вимiрна за Лебегом. Довести, що
λ1(A) = inf{λ1(G) | G вiдкрита в R, A ⊂ G} .

Д1. Довести, що множина {x ∈ R | λF ({x}) > 0} не бiльш нiж злiченна.

Д2. Нехай A – множина всiх чисел з [0, 1], в десятковому записi яких немає жодної
одиницi. Довести, що множина A є борельовою, та знайти λ1(A).

B3

1. Нехай F (x) = x2[x]I[0,+∞)(x), x ∈ R. Побудувати функцiю F . Знайти λF (A), якщо:
1) A = [0, 3);
2) A = [0, 3) ∩Q;
3) A = [0, 3)\Q;
4) A = [−3,+∞)\Q.
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2. Нехай F (x) = [x]. Довести, що SF = 2R.

3. Побудувати послiдовнiсть множин {An, n ≥ 1} ⊂ B(R), що задовольняє такi
умови:
а) ∀n ≥ 1 : λ1(An) = +∞;
б) ∀i 6= j : Ai ∩ Aj = ∅.

4. Нехай A – вимiрна за Лебегом пiдмножина вiдрiзка [a, b]. Довести, що
λ1(A) = sup{λ1(F ) | F замкнена в R, F ⊂ A}.
(Вказiвка. Застосувати до множини [a, b]\A результат задачi 5).

ЗАНЯТТЯ 4

ВИМIРНI ФУНКЦIЇ ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТI. ЕКВIВАЛЕНТНI
ФУНКЦIЇ

Контрольнi запитання

1. Означення (F ,F ′)-вимiрної, F-вимiрної, борельової, вимiрної за Лебегом фун-
кцiй.

2. Теореми про властивостi вимiрних функцiй.
3. Означення еквiвалентностi функцiй.

A4

1. Нехай A ⊂ R, f(x) = IA(x), x ∈ R. Довести, що функцiя f є борельовою тодi i
тiльки тодi, коли A ∈ B(R).

2. Довести, що функцiя f : R→ R є борельовою, якщо:
1) f(x) = sin[x];
2) f(x) = sign(cos(x3));
3) f(x) = x2 + exI[0,5](x);

4) f(x) =

{
2− x, x < 0,

x− 1, x ≥ 0.

3. Довести, що функцiя f : R2 → R,

f(x, y) = sin
x2

1 + x2 + y2
+ [y],

є борельовою.

4. Нехай f : R → R i для кожного x ∈ R iснує f ′(x). Довести, що функцiя f ′ є
борельовою.
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5. Нехай (X,F) – вимiрний простiр i функцiї f, g : X → R є F -вимiрними. Довести,
що:
1) {x ∈ X | f(x) < g(x)} ∈ F ;
2) {x ∈ X | f(x) = g(x)} ∈ F .

6. Нехай f(x) = sin(πx) IR\Q(x), x ∈ R. Довести, що:
1) f(x) = sin(πx) (modλ1);
2) f(x) = 0 (modλF ), де F (x) = [x].

7. Нехай f, g ∈ C(R) i f = g (modλ1). Довести, що f(x) = g(x) для всiх x ∈ R.

8. Нехай (X,F , λ) – простiр з повною мiрою λ, fn : X → R, fn = 0 (modλ), n ≥ 1.
Покладемо g(x) = sup

n≥1
fn(x), x ∈ X . Довести, що g = 0 (modλ).

Д1. Довести, що якщо функцiя f : R→ R борельова, то функцiя g(x, y) = f(x),
(x, y) ∈ R2, теж борельова.

Д2. Нехай (X,F) – вимiрний простiр i f : X → R. Довести, що:
1) якщо функцiя f є F -вимiрною, то
∀a ∈ R : {x ∈ X | f(x) = a} ∈ F ;
2) обернене до 1) твердження, взагалi кажучи, є хибним.

B4

1. Довести, що функцiя f : R2 → R є борельовою, якщо:
1) f(x, y) = sign(sin(x3 + y2));
2) f(x, y) = (x− 2y2 + 4)[x].

2. Нехай (X,F) – вимiрний простiр i fk : X → R, k = 1, 2, 3 – F -вимiрнi функцiї.
Довести F - вимiрнiсть таких функцiй:

1)
f1

ln(2 + |f2|)
; 2)

f1 + 3f2 − f3
5 + arctg f1

.

3. Довести, що функцiя f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n
|x|+n , x ∈ R, є борельовою.

4. Знайти таку функцiю g ∈ C(R), щоб f = g (modλ1), якщо

f(x) =

{
cos x, x ∈ Q,
arctg x, x ∈ R\Q.

5. Знайти таку функцiю g ∈ C(R2), щоб f = g (modλ2), якщо

f(x, y) =

{
xy, (x, y) ∈ (R\Q)× Z,
arctg x, x /∈ (R\Q)× Z.
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ЗАНЯТТЯ 5

ЗБIЖНIСТЬ МАЙЖЕ СКРIЗЬ. ЗБIЖНIСТЬ ЗА МIРОЮ

Контрольнi запитання

1. Означення збiжностi майже скрiзь.
2. Означення збiжностi за мiрою.
3. Теорема Лебега та теорема Рiсса про зв’язок збiжностей майже скрiзь i за

мiрою.

A5

1. Дослiдити послiдовнiсть {fn, n ≥ 1} на збiжнiсть майже скрiзь (modλ1) та збi-
жнiсть за мiрою λ1, якщо:
1) fn(x) = I[n,n+1](x), x ∈ R;
2) fn(x) = x

n2 I[0,n](x), x ∈ R;
3) fn(x) = x2 + I[−n,+∞)(x), x ∈ R;
4) fn(x) = sin2n x, x ∈ R.

2. Нехай F (x) = [x], x ∈ R. Довести, що для довiльних функцiй f, fn : R→ R, n ≥ 1,
виконується таке твердження:
fn → f (modλF )⇔ ∀k ∈ Z : fn(k)→ f(k), n→∞.

3. Нехай (X,F , λ) – простiр з мiрою, f, fn : X → R, n ≥ 1, i fn
λ−→ f . Довести, що:

1) |fn|
λ−→ |f |;

2) cos fn
λ−→ cos f .

4. Нехай (X,F , λ) – простiр з мiрою, f, g, fn : X → R, n ≥ 1, – такi функцiї, що
fn

λ−→ f , функцiя g є F -вимiрною i |fn| ≤ g (modλ) на X для кожного n ≥ 1. Довести,
що |f | ≤ g (modλ) на X.

Д1. Нехай (X,F , λ) – простiр з мiрою, λ(X) < +∞ i f, fn : X → R, n ≥ 1, – F -вимiрнi
функцiї. Довести, що fn

λ−→ f тодi i тiльки тодi, коли з довiльної пiдпослiдовностi
послiдовностi {fn, n ≥ 1} можна видiлити пiдпослiдовнiсть, що збiгається до f майже
скрiзь (modλ) на X.

Д2. Нехай Нехай (X,F , λ) – простiр з мiрою i fn : X → R, n ≥ 1, – такi функцiї, що
fn

λ−→ 0 i 0 ≤ fn+1 ≤ fn (modλ) на X для кожного n ≥ 1. Довести, що fn → f (modλ).

Д3. Навести приклад борельових функцiй f, g, fn : R→ R, n ≥ 1, таких, що fn
λ1−→ f ,

але послiдовнiсть {gfn, n ≥ 1} не збiгається за мiрою λ1 до функцiї gf .
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Д4.Нехай (X,F , λ) – простiр з мiрою i f, fn : X → R, n ≥ 1, – F -вимiрнi функцiї.
Довести, що

fn → f (modλ)⇔ ∀ε > 0 : lim
n→∞

(
∞⋃
k=n

{x ∈ X | |fk(x)− f(x)| ≥ ε}) = 0.

B5

1. Дослiдити послiдовнiсть {fn, n ≥ 1} на збiжнiсть майже скрiзь (modλ1) та збi-
жнiсть за мiрою λ1, якщо:
1) fn(x) = 2x+ I[√n,

√
n+1 ](x), x ∈ R;

2) fn(x) = ex + xI[−n,0](x), x ∈ R.

2. Нехай (X,F , λ) – простiр з мiрою i f, g, fn, gn : X → R, n ≥ 1, – такi функцiї,
що fn

λ−→ f , gn
λ−→ g, а також fn + gn > 1 (modλ) для кожного n ≥ 1. Довести, що

f + g ≥ 1 (modλ).

3. Знайти таку функцiю f ∈ C(R), щоб fn → f (modλ1), якщо fn(x) = x2 sinn(x2).

4. Нехай Нехай (X,F , λ) – простiр з мiрою i fn : X → R, n ≥ 1, – такi функцiї, що
fn

λ−→ 0. Довести, що f 2
n

λ−→ 0.

ЗАНЯТТЯ 6

ОЗНАЧЕННЯ ТА ОБЧИСЛЕННЯ IНТЕГРАЛА ЛЕБЕГА

Контрольнi запитання

1. Означення iнтеграла Лебега (вiд невiд’ємної простої вимiрної функцiї; вiд не-
вiд’ємної вимiрної функцiї; у загальному випадку).

2. Означення iнтегровної за Лебегом функцiї.
3. Властивостi iнтеграла Лебега.
4. Теорема про σ-адитивнiсть iнтеграла Лебега.
5. Зв’язок мiж iнтегралами Лебега i Рiмана.
6. Критерiй Лебега iнтегровностi функцiї за Рiманом.

A6

У наступних задачах (X,F , λ) – простiр з мiрою, λ1 – мiра Лебега на R i λ2 – мiра
Лебега на R2.

1. Обчислити:
1)

∫
[0,20)

IR\Q(x)dλ1(x); 2)
∫

[0,100]

1
[x+1]·[x+2]

dλ1(x).
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2. Нехай A =
∞⋃
n=1

(n, n + n−α]. При яких α ∈ R функцiя IA(x), x ∈ R, належить

L(R, λ1)?

3. Обчислити
∫
A

(−1)[x
2+y2]dλ2(x, y), якщо A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 3}.

4. Обчислити
∫

[0,+∞)

dλ1(x)
[x]!

.

5. Нехай F (x) = 2I[1,2)(x) + 3I[2,+∞)(x), x ∈ R. Обчислити
∫
R
x2dλF (x).

6. Обчислити
∫

[0,1]

cosxIR\Q(x)dλ1(x). Чи є пiдiнтегральна функцiя iнтегровною за

Рiманом на вiдрiзку [0, 1]?

7. Нехай f(x) = sinx
xα
, x ≥ 1. При яких α ∈ R невласний iнтеграл

+∞∫
1

f(x)dx збiгається

абсолютно? При яких α ∈ R функцiя f належить L([1,+∞), λ1)?

Д1. Нехай λ(X) < +∞ i f : X → R – F -вимiрна функцiя. Довести, що

f ∈ L(X,λ)⇔
∞∑
k=1

kλ({x ∈ X | k ≤ |f(x)| ≤ k + 1}) < +∞.

Д2. Нехай множина A ⊂ R обмежена i вимiрна за Лебегом, f : A→ R – рiвномiрно
неперервна на A функцiя. Довести, що f ∈ L(X,λ1).

Д3. Нехай A – замкнена пiдмножина вiдрiзка [a, b] i λ1(A) = 0. Довести, що функцiя
IA є iнтегровною за Рiманом на [a, b].

B6

1. Нехай {A,B} ⊂ F , λ(A ∪B) < +∞ i вiдомi мiри множин A,B,A ∩B. Обчислити
:
1)
∫
X

|IA − IB|dλ; 2)
∫
X

|IA − 2IAIB|dλ.

2. Обчислити
∫
R
fdλ1, якщо f = sin(2IA), A =

⋃
n∈N

[n, n+ 3−n).

3. Обчислити
∫
R2

fdλ2, якщо f = IA(2 + IA), A =
⋃
n∈N

⋃
m∈N

(n, n+ 2−n)× (m,m+ 2−m).

4. Обчислити
∫

[0,+∞)

dλ1(x)
[2x+1]·[2x+3]

.

5. Довести нерiвностi 1
3e
≤
∫

[0,1)

x2e−x
2
(1− IQ(x))dλ1(x) ≤ 1

3
.
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6. Довести, що f ∈ L([0, 1], λ1), i обчислити
∫

[0,1]

fdλ1, якщо:

1) f(x) = e10xIQ(x); 2)f(x) =

{
x10, x ∈ Q,
(1 + x2)−1, x ∈ R\Q.

ЗАНЯТТЯ 7

ОБЧИСЛЕННЯ IНТЕГРАЛА ЛЕБЕГА-СТIЛТЬЄСА.
ГРАНИЧНИЙ ПЕРЕХIД ПIД ЗНАКОМ IНТЕГРАЛА

ЛЕБЕГА. IНТЕГРАЛ, ЩО ЗАЛЕЖИТЬ ВIД ПАРАМЕТРА

Контрольнi запитання

1. Теорема про обчислення iнтеграла Лебега-Стiлтьєса.
2. Теорема про iнтегрування невiд’ємної монотонної послiдовностi функцiй.
3. Теорема Лебега про мажоровну збiжнiсть.
4. Теорема про неперервнiсть iнтеграла Лебега за параметром.

A7

1. Обчислити
∫

[−2,5]
x2dλF (x), якщо F (x) =

{
[x], x < 1,

x3, x ≥ 1.

2. Знайти границi:
1) lim

n→∞

∫
[0,100]

x40 sinn x
1+x40

dλ1(x);

2) lim
n→∞

∫
[0,100]

cos2n(πx)dλ1(x);

3) lim
n→∞

∫
[0,100]

cos2n(πx)dλF (x), якщо F (x) = [x].

3. Нехай (X,F , λ) – простiр з мiрою, λ(X) < +∞ i f, fn : X → R, n ≥ 1, – такi
F -вимiрнi функцiї що fn → f (modλ). Довести, що
lim
n→∞

∫
X

arctg fn(x)dλ(x) =
∫
X

arctg f(x)dλ(x).

4. Знайти lim
n→∞

∫
(−∞,0]

ex x2n

1+x2n
dλ1(x).

5. Знайти lim
t→0

∫
[0,1]

IR\Q(x)√
x+| sin(tx)|dλ1(x).

6. Нехай h(t) =
∫
R2

e−t(x
2+y2)([x] + [y])dλ2(x, y), t > 0. Довести, що h ∈ C((0,+∞)).
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Д1. Побудувати послiдовнiсть {fn, n ≥ 1} ⊂ L([0, 1], λ1) обмежених функцiй, яка
збiгається поточково до неiнтегровної вiдносно мiри λ1 на вiдрiзку [0, 1] функцiї.

Д2. Довести, що твердження теореми Лебега про мажоровну збiжнiсть залишиться
правильним, якщо збiжнiсть майже скрiзь замiнити на збiжнiсть за мiрою.

Д3. Нехай (X,F , λ) – простiр з мiрою, λ(X) < +∞ i f, fn : X → R, n ≥ 1, – F -
вимiрнi функцiї. Довести, що
fn

λ−→ f ⇔ lim
n→∞

∫
X

|fn−f |
1+|fn−f |dλ(x) = 0.

B7

1. Обчислити
∫
A

fdλF (x), якщо:

1) f(x) = x, F (x) = ex + [x], A = [0, 10];
2) f(x) = x2, F (x) = (1− e−x)I[0,+∞)(x), A = [0, 1].

2. Знайти границi:
1) lim

n→∞

∫
[0,+∞)

n(e−
x
n − 1) 1

1+x4
dλ1(x);

2) lim
n→∞

∫
(0,+∞)

e−x(1 + sinn( 1
x
))dλ1(x).

3. Нехай f, fn : X → R, n ≥ 1, – функцiї, вимiрнi за Лебегом i fn → f (modλ1).
Знайти lim

n→∞

∫
[0,+∞)

e−x−f
2
n(x)dλ1(x).

4. Знайти lim
n→∞

∫
R
fndλF , якщо

F (x) = I[0,1](x) + 2I[1,+∞)(x), fn(x) = n
√
|x|.

5. Довести, що g ∈ C(R), якщо g(t) =
∫

[0,+∞)

[x]2

1+x4
sin(t cos2 x)dλ1(x), x ∈ R.

ЗАНЯТТЯ 8

КОНТРОЛЬНА РОБОТА 1

Тематика задач

1. Довести, що множина A ⊂ R2 є борельовою, та знайти λ2(A).

2. Дослiдити послiдовнiсть {fn, n ≥ 1} на збiжнiсть майже скрiзь (modλ1) та збi-
жнiсть за мiрою λ1.

16



3. Обчислити
∫

[a,b]

fdλ1(x) та
∫

[a,b]

fdλF (x).

4. Знайти границю, використовуючи теореми про граничний перехiд пiд знаком iн-
теграла Лебега.

ЗАНЯТТЯ 9

ЛIНIЙНI НОРМОВАНI ПРОСТОРИ. ЗБIЖНIСТЬ В
ЛIНIЙНИХ НОРМОВАНИХ ПРОСТОРАХ

Контрольнi запитання

1. Означення лiнiйного нормованого простору (ЛНП), банахового простору.
2. Означення норм у просторах C([a, b]); Lp(X,λ), 1 ≤ p <∞; lp, 1 ≤ p ≤ ∞.
3. Означення лiнiйної оболонки (Л.О.), замкненої лiнiйної оболонки (З.Л.О.), то-

тальної множини.
4. Означення пiдпростору в ЛНП.

A9

1. З’ясувати, чи є нормою в C([0, 2]) функцiя ϕ(x) = max
t∈[1,2]

|x(t)|, x ∈ C([0, 2]) .

2. Дослiдити на збiжнiсть в C([0, 1]) послiдовнiсть {xn, n ≥ 1}, якщо:
1) xn(t) = e−nt; 2) xn(t) = tn − tn+1.

3. Дослiдити на збiжнiсть в E послiдовнiсть {x(n), n ≥ 1}, якщо:

1) E = l1, x(n) = (1, 0, ..., 0,
1

n+ 1︸ ︷︷ ︸
n+1

, 0, 0, ...);

2) E = l 3
2
, x(n) = (0, 0, ..., 0,

1

n︸︷︷︸
n

,
1

n+ 1
,

1

n+ 2
, ...).

4. Дослiдити на збiжнiсть в L2(R, λ1) послiдовнiсть {xn, n ≥ 1}, якщо
xn(t) = (

√
n− n

√
n t)I[0, 1

n
](t).

5. Довести, що:
1) система функцiй {1, t, t2, . . . } тотальна в C([a, b]) та Lp([a, b], λ1), 1 ≤ p <∞;
2) система функцiй {t2k, k ≥ 0} тотальна в C([0, 1]) та Lp([0, 1], λ1), 1 ≤ p <∞.

6. Нехай c0 = {x = (x1, x2, . . . ) ∈ l∞ | lim
n→∞

xn = 0}. Довести, що c0 – пiдпростiр в
l∞.
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Д1. Знайти необхiдну i достатню умову на послiдовнiсть {αn, n ≥ 1} ⊂ [0,+∞), щоб

функцiя ϕ(x) =
( ∞∑
k=1

αk|xk|2
)1/2

, x = (x1, x2, . . . ) ∈ l2, була нормою на l2.

Д2. Довести щiльнiсть в Lp(X,λ), 1 ≤ p < ∞, множини A = {x ∈ C([a, b]) | x(a) =
x(b) = 0}.

Д3. Нехай Cb(R) – лiнiйний простiр всiх неперервних i обмежених на R функцiй
f : R→ R з поточковим додаванням i множенням на дiйсне число. Довести, що:

1) функцiя ‖x‖ = sup
t∈R
|x(t)|, x ∈ Cb(R), є нормою в Cb(R);

2) (Cb(R), ‖ · ‖) – банахiв простiр;
3) простiр (Cb(R), ‖ · ‖) несепарабельний.

B9

1. З’ясувати, чи є нормою в C([0, 2]) функцiя ϕ(x) = max
t∈[0,1]

|x(t)|+
2∫
1

|x(t)|dt,

x ∈ C([0, 2]).

2. Дослiдити на збiжнiсть в C([0, 1]) послiдовнiсть {xn, n ≥ 1}, якщо:
1) xn(t) = tn − t3n; 2) xn(t) = n ln(1 + t

n
).

3. Дослiдити на збiжнiсть в L3([0, 1], λ1) послiдовнiсть {xn, n ≥ 1}, якщо
xn(t) = n ln(1 + t

n
).

4. Дослiдити на збiжнiсть в E послiдовнiсть {x(n), n ≥ 1}, якщо:

1) E = lp, 1 ≤ p ≤ ∞, x(n) =
(

1,
1√
2
, ...,

1√
n
, 0, 0, ...

)
;

2) E = lp, 2 < p ≤ ∞, x(n) =
(

0, 0, ..., 0,
1√
n+ 1︸ ︷︷ ︸
n+1

,
1√
n+ 2

,
1√
n+ 3

, ...
)
.

5. Довести, що система елементiв

{en =
(
0, 0, ..., 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, 0, ...
)
, n ≥ 1}

тотальна в lp для кожного 1 ≤ p <∞.

6. З’ясувати, чи є пiдпросторами в C([−1, 1]) такi множини:
1) множина всiх многочленiв;
2) множина всiх неперервно диференцiйовних функцiй;
3) множина всiх парних функцiй.
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ЗАНЯТТЯ 10

ГIЛЬБЕРТОВI ПРОСТОРИ

Контрольнi запитання

1. Означення скалярного добутку; його властивостi.
2. Означення гiльбертового простору.
3. Ортогональне доповнення множини в гiльбертовому просторi. Теорема про про-

екцiю на пiдпростiр. Наслiдки.
4. Означення ортогональної, ортонормованої, повної системи, ортонормованого ба-

зису.

A10

1. Нехай {xn, n ≥ 1}, {yn, n ≥ 1} – такi послiдовностi в гiльбертовому просторi
H, що ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 для всiх n ≥ 1, а також (xn, yn) → 1, n → ∞. Довести, що
‖xn − yn‖ → 0, n→∞.

2. Довести, що норма в C([0, 1]) не породжується скалярним добутком.

3. Нехай M,N – такi пiдпростори в гiльбертовому просторi H, що M ⊥ N i
∀x ∈ H ∃x′ ∈M ∃x′′ ∈ N : x = x′ + x′′.
Довести, що:

1) вказане зображення x = x′ + x′′ єдине;
2) M⊥ = N .

4. Знайти M⊥, якщо:
1) H = l2, M = {(1, 0, 0, 0, . . . ), (0, 1, 0, 0, . . . )};
2) H = L2([−π, π], λ1), M = Л.О.{eint, n ≥ 0};
3)H = L2([−1, 1], λ1), M – множина всiх парних функцiй з H.

5. Для функцiї y(t) = et, t ∈ [−1, 1], знайти такий многочлен p∗(t) другого степеня,
що в просторi L2([−1, 1], λ1) ‖y − p∗‖2 є мiнiмальною серед норм ‖y − p‖2, де p(t) –
довiльний многочлен степеня, не бiльшого за два.

Д1. Нехай H = {f : R→ C | множина {x ∈ R | f(x) 6= 0} не бiльш нiж злiченна i∑
x∈R
|f(x)|2 < +∞}. Довести, що H – несепарабельний гiльбертiв простiр зi скалярним

добутком (f, g) =
∑
x∈R

f(x)g(x).

Д2. Нехай g : [a, b] → R – вимiрна за Лебегом функцiя, така, що g > 0 (modλ1) на
[a, b], L2, g = {x : [a, b]→ C | x√g ∈ L2([a, b], λ1)}. Довести, що:

1) L2, g є гiльбертовим простором зi скалярним добутком (x, y) =
∫

[a,b]

x(t)y(t)g(t)dλ1(t);
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2) L2, g ⊂ L2([a, b], λ1) тодi i тiльки тодi, коли iснує таке ε > 0, що g > ε (modλ1)
на [a, b].

B10

1. Довести, що норма в l1 не породжується скалярним добутком.

2. Знайти M⊥, якщо:
1) H = L2([0, 1], λ1), M – множина всiх многочленiв, що розглядаються на [0, 1];
2) H = L2([0, 1], λ1), M = {t2k, k ≥ 0};
3) H = L2([−1, 1], λ1), M = {tk, k ≥ 13}.

3. У гiльбертовому просторi L2([0, 1], λ1) знайти вiдстань вiд елемента y(t) = t3 до
пiдпростору N = Л.О.{1, t, t2}.

ЗАНЯТТЯ 11

ЛIНIЙНI НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIОНАЛИ

Контрольнi запитання

1. Означення лiнiйного функцiонала, неперервного функцiонала, обмеженого фун-
кцiонала; їхнi властивостi.

2. Означення норми лiнiйного неперервного функцiонала(ЛНФ).
3. Теореми про загальний вигляд ЛНФ у гiльбертовому просторi, просторах

Lp(X,λ), lp, 1 ≤ p <∞.

A11

1. З’ясувати, чи є функцiонал f : C([0, 1])→ C, f(x) = 5‖x‖,
1) лiнiйним;
2) неперервним;
3) обмеженим.

2. Довести лiнiйнiсть i неперервнiсть та знайти норми функцiоналiв:

1) f(x) =
∞∑
k=1

(
1− 1

k

)
xk, x = (x1, x2, . . . ) ∈ l1;

2) f(x) = (3 + 4i)x2 − x4, x = (x1, x2, . . . ) ∈ l2;

3) f(x) =
∞∑
k=1

x2k
k
, x = (x1, x2, . . . ) ∈ l3;
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4) f(x) =

∫
[0,1]

t−1/3x(t)dλ1(t), x ∈ L2([0, 3], λ1);

5) f(x) =

1∫
0

tx(t)dt, x ∈ C([0, 1]);

6) f(x) = x(0)− 2x(1), x ∈ C([−1, 1]).

Д1. Довести що лiнiйний функцiонал f є неперервним в гiльбертовому просторi H
тодi i тiльки тодi, коли його ядро Ker f = {x ∈ H | f(x) = 0̄} є замкненою множиною
в H.

Д2. Лiнiйний функцiонал f : C([a, b])→ R, визначений на дiйсному просторi C([a, b]),
називають невiд’ємним, якщо
∀x ∈ C([a, b]), x(t) ≥ 0, t ∈ [a, b] : f(x) ≥ 0.
Довести, що невiд’ємний функцiонал F є неперервним, а також ‖f‖ = f(x0), де
x0(t) = 1, t ∈ [a, b].

B11

1. Довести лiнiйнiсть i неперервнiсть та знайти норми функцiоналiв:

1) f(x) =

1∫
0

x(t) sin(πt)dt, x ∈ C([0, 1]);

2) f(x) = (1 + i)x1 − ix3, x = (x1, x2, . . . ) ∈ l4/3;

3) f(x) =

∫
[1,+∞)

e−tx(t)dλ1(t), x ∈ L3([0,+∞), λ1);

4) f(x) =
∞∑
k=1

ik√
k
xk, x = (x1, x2, . . . ) ∈ l5/4;

5) f(x) =

∫
[0,1]

x(t)dλ1(t)−
∫

[2,3]

x(t)dλ1(t), x ∈ L2([0, 3], λ1)).

2. З’ясувати, для яких α ∈ R наведенi функцiонали є лiнiйними i неперервними:

1) f(x) =
∞∑
n=1

αnxn, x = (x1, x2, . . . ) ∈ l1;

2)f(x) =

∫
[0,1]

x(t)

tα
dλ1(t), x ∈ L2([0, 1], λ1)).
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ЗАНЯТТЯ 12

ЛIНIЙНI НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIОНАЛИ
(ПРОДОВЖЕННЯ).

ТЕОРЕМА ГАНА-БАНАХА

Контрольнi запитання

1. Теорема Гана-Банаха. ЇЇ наслiдки.

A12

1. Довести, що наведенi функцiонали є лiнiйними i неперервними:

1) f(x) =

1∫
−1

tx(t)dt, x ∈ C([−1, 1]);

2) f(x) =

π∫
0

x(t) cos tdt, x ∈ C([0, π]).

2. Нехай G – пiдпростiр гiльбертового простору H i f ∈ G ′. Описати всi лiнiйнi
неперервнi продовження F функцiонала f на H. Якi з них зберiгають норму?

3. Нехай x1, x2, . . . , xn – лiнiйно незалежнi елементи банахового простору E. Довести,

що iснують такi функцiонали f1, f2, . . . , fn ∈ E ′, що fk(xj) =

{
1, k = j,

0, k 6= j.

Д1. Довести, що (l1)
′ = l∞.

Д2. Довести, що (c0)
′ = l1, тобто

∀f ∈ (c0)
′ ∃! y = (y1, y2, . . . ) ∈ l1 : f(x) =

∞∑
n=1

xnyn, x = (x1, x2, . . . ) ∈ c0,

а також ‖f‖ = ‖y‖1.

B12

1. Довести, що функцiонал

f(x) = x(0)− 5x(1) +
1∫
−1
tx(t)dt, x ∈ C([−1, 1]),

є лiнiйним i неперервним.
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2. Довести, що функцiонал

f(x) =
2∫
0

(1− t2)x(t)dt, x ∈ C([0, 2]),

є лiнiйним i неперервним. Знайти ‖f‖.

3. Нехай G = {x ∈ C([0, 1]) | x(0) = 0}. Побудувати лiнiйний неперервний фун-
кцiонал f на C([0, 1]), який дорiвнює нулю на G i набуває значення 2 на функцiї
x(t) = t+ 1, t ∈ [0, 1].

4. Нехай x1, x2, . . . , xn – лiнiйно незалежнi елементи банахового простору E i
c1, c2, . . . , cn – фiксованi числа. Довести, що iснує такий функцiонал f ∈ E ′, що
f(xk) = ck, 1 ≤ k ≤ n.

ЗАНЯТТЯ 13

ЛIНIЙНI НЕПЕРЕРВНI ОПЕРАТОРИ

Контрольнi запитання

1. Означення лiнiйного оператора, неперервного оператора, обмеженого оператора;
їхнi властивостi.

2. Означення норми лiнiйного неперервного оператора (ЛНО).

A13

1. З’ясувати, чи є оператор A : C([0, 1])→ C([0, 1]), Ax(t) = sin x(t),
1) лiнiйним;
2) неперервним;
3) обмеженим.

2. Довести, що оператор A : E → E є лiнiйним i неперервним та знайти ‖A‖, якщо:

1) E = l2, Ax = (0,
x2
2
, 0,

x4
4
, . . . , 0,

x2k
2k

, . . . );

2) E = C([0, 1]), Ax(t) =

1∫
0

et−2sx(s)ds;

3) E = l1, Ax = (x1 − x2, x2 − x3, . . . , xn − xn+1︸ ︷︷ ︸
n

, . . . );

4) L2([−π, π], λ1) (Ax)(t) =

∫
[−π,π]

cos t · x(s)dλ1(s).
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3. Нехай E1 = C([0, 1]), E2 = l∞ i оператор A : E1 → E2 визначається за правилом

Ax = (x(0), 0, 2x(1), 0, 0, 0, 0, . . . ), x ∈ E1.

Довести, що A ∈ L(E1, E2) та знайти ‖A‖.

Д1. Нехай E1 = C(1)([0, 1]) з нормою ‖x‖1 = max
t∈[0,1]

|x(t)| + max
t∈[0,1]

|x′(t)|, E2 = C([0, 1])

i A : E1 → E2 – оператор вкладення, тобто Ax = x, x ∈ E1. Довести: а) (E1, ‖ · ‖1) –
банахiв простiр; б) оператор A є лiнiйним i неперервним. Знайти ‖A‖.

Д2. Навести приклад лiнiйного неперервного оператора, в якого незамкнена множи-
на значень.

Д3. Нехай ϕ ∈ L(R, λ1). Довести, що оператор A : L1(R, λ1) → L1(R, λ1), який
визначається формулою (Ax)(t) =

∫
R
ϕ(t−s)x(s)dλ1(s), коректно визначений i є лiнiйним

i неперервним.

B13

1. Довести, що оператор A : E → E є лiнiйним i неперервним та знайти ‖A‖, якщо:

1) E = l2, Ax = (x3, x4, x5, . . . );

2) E = C([0, 2]), Ax(t) =

1∫
0

tx(s)ds;

3) E = C([−1, 1]), Ax(t) = (et − 1)x(t);

4) E = L2([−π, π], λ1) (Ax)(t) =

∫
[−π,π]

eitx(s)dλ1(s).

2. З’ясувати, чи є оператор A : C([0, 1])→ C([0, 1]), (Ax)(t) = x2(t),
1) лiнiйним;
2)* неперервним.

3. Нехай оператор A : C2 → l2 визначається за правилом

Ax = (x1, x2,
x1
2
,
x2
2
,
x1
3
,
x2
3
, . . . ), x = (x1, x2) ∈ C2,

i в C2 розглядається евклiдова норма ‖x‖ =
√
|x1|2 + |x2|2. Довести, що оператор A є

лiнiйним i неперервним та знайти ‖A‖.
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ЗАНЯТТЯ 14

ЛIНIЙНI НЕПЕРЕРВНI ОПЕРАТОРИ (ПРОДОВЖЕННЯ).
ДОБУТОК ОПЕРАТОРIВ

Контрольнi запитання

1. Теорема про обчислення норми одновимiрного оператора.
2. Означення добутку лiнiйних неперервних операторiв.

A14

1. Довести, що оператор A : E → E є лiнiйним i неперервним та знайти ‖A‖, якщо:

1) E = C([0, 1]), (Ax)(t) =

1∫
0

t2sx(s)ds;

2) E = L3([0, 1], λ1), (Ax)(t) =

∫
[0,1]

t2sx(s)dλ1(s);

3) E = L2([−π, π], λ1), (Ax)(t) =

∫
[−π,π]

sin(t+ s)x(s)dλ1(s).

2. Нехай A,B – такi оператори з L(l2), що

Ax = (0, x1, x2, x3, . . . ), Bx = (, x2, x3, x4, . . . ).

Знайти AB i BA.

3. Довести, що оператори A,B : C([0, 1])→ C([0, 1]), (Ax)(t) = tx(t),

(Bx)(t) =
t∫
0

x(s)ds є лiнiйними, неперервними i не комутують.

4. Нехай
(
αjk
)∞
j,k=1

– така числова матриця, що
∞∑
j=1

∞∑
k=1

|αjk|2 < +∞. Довести, що

оператор A : l2 → l2,

Ax =
( ∞∑
k=1

α1kxk,

∞∑
k=1

α2kxk, . . . ,

∞∑
k=1

αjkxk︸ ︷︷ ︸
j

, . . .
)
, x = (x1, x2, . . . ) ∈ l2,

є лiнiйним i неперервним.
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Д1. Нехай {yk, 1 ≤ k ≤ n}, {zk, 1 ≤ k ≤ n} – ортонормованi системи елементiв в
гiльбертовому просторi H i {ck, 1 ≤ k ≤ n} ⊂ C. Довести, що оператор A : H → H,

Ax =
n∑
k=1

ck(x, yk)zk, x ∈ H,

є лiнiйним i неперервним, а також ‖A‖ = max
1≤k≤n

|ck|.

Д2. Довести, що простiр L(l2) несепарабельний.

B14

1. Довести, що оператор A : E → E є лiнiйним i неперервним та знайти ‖A‖, якщо:

1) E = C([0, 2]), (Ax)(t) = t2(x(2)− 2x(0));

2) L2([0, 1], λ1), (Ax)(t) =

∫
[0,1]

x(s)dλ1(s)
3
√
ts

;

3) L2([−π, π], λ1), (Ax)(t) =

∫
[−π,π]

cos(t+ 2s)x(s)dλ1(s).

2. Нехай E1 = {x ∈ C(1)([0, 1]) | x(0) = 0}, ‖x‖1 = max
t∈[0,1]

|x(t)|+ max
t∈[0,1]

|x′(t)|,

E2 = C([0, 1]), A : E1 → E2, (Ax)(t) = x′(t), B : E2 → E1, (By)(t) =
t∫
0

y(s)ds. Довести,

що AB = IE2 , BA = IE1 .

ЗАНЯТТЯ 15

КОНТРОЛЬНА РОБОТА 2

Тематика задач

1. Дослiдити послiдовнiсть на збiжнiсть (простори C([a, b]); Lp(X,λ),
1 ≤ p <∞; lp, 1 ≤ p ≤ ∞).

2. Довести, що функцiонал є лiнiйним i неперервним та знайти його норму.

3. Довести, що оператор є лiнiйним i неперервним та знайти його норму.
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ЗАНЯТТЯ 16

ОБОРОТНIСТЬ ЛIНIЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ ОПЕРАТОРIВ

Контрольнi запитання

1. Означення неперервного оберненого оператора до заданого ЛНО.
2. Теорема про обернений до оператора, близького до одиничного.
3. Теорема Банаха про обернений оператор.

A16

1. З’ясувати, чи є неперервно оборотним оператор A ∈ L(E), якщо

E = l1, Ax = (x1, x2 − 2x3, x3, x4, x5, . . . ).

2. Нехай E – банахiв простiр, A ∈ L(E). Довести, що оператор A неперервно оборо-
тний тодi i тiльки тодi, коли неперервно оборотний оператор A2.

3. Нехай E1 = {x ∈ C(1)([0, 1]) | x(0) = 0}, ‖x‖1 = max
t∈[0,1]

|x(t)|+ max
t∈[0,1]

|x′(t)|,

E2 = C([0, 1]), A : E1 → E2, (Ax)(t) = x′(t)− x(t).
1) Довести, що оператор A є лiнiйним i неперервним.
2) Довести, що оператор A неперервно оборотний i знайти A−1.

4. Нехай
(
αjk
)∞
j,k=1

– така числова матриця, що sup
j≥1

∞∑
k=1

|αjk| < 1. Довести, що система

xj =
∞∑
k=1

αjkxk + yj, j = 1, 2, 3, . . . ,

має для кожного y = (y1, y2, . . . ) ∈ l∞ єдиний роз’вязок x = (x1, x2, . . . ) у просторi l∞,
причому

∃C > 0 ∀y ∈ l∞ : ‖x‖∞ ≤ C‖y‖∞.

Д1. Зафiксуємо дiйснi лiнiйнi простори C([0, 1]), C(1)([0, 1]). Нехай E1 = C(1)([0, 1]),
‖x‖1 = max

t∈[0,1]
|x(t)| + max

t∈[0,1]
|x′(t)|, E2 = C([0, 1]) × R, ‖(x, λ)‖2 = max

t∈[0,1]
|x(t)| + |λ|. Тодi

(Ek, ‖ · ‖k), k = 1, 2, – банаховi простори. Розглянемо оператор A : E1 → E2,
Ax = (x′ − x, x(0)). Довести, що:

1) A ∈ L(E1, E2);
2) оператор A неперервно оборотний;
3) iснує така стала C > 0, що для довiльних y ∈ C([0, 1]), x0 ∈ R для розв’язку x

задачi Кошi {
x′(t)− x(t) = y(t), t ∈ [0, 1],

x(0) = x0,
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справджується оцiнка

max
t∈[0,1]

|x(t)|+ max
t∈[0,1]

|x′(t)| ≤ C(max
t∈[0,1]

|y(t)|+ |x0|).

B16

1. Нехай A ∈ L(C([0, 1])), (Ax)(t) =
t∫
0

x(s)ds. Довести, що:

1)Ker A = {0̄} ;
2) R(A) 6= C([0, 1]) (тому оператор A не є неперервно оборотним).

2. З’ясувати, чи є неперервно оборотним оператор A ∈ L(E), якщо:

1) E = l2, Ax = (x1 + x2, x2, x3, x4, . . . );

2) E = l2, Ax = (0, x1, x2, x3, . . . );

3) E = C([−1, 1]), Ax(t) = tx(t).

3. Нехай A,B – такi оператори з L(E), що AB = I. Довести:
1) якщо dim(E) <∞, то iснує A−1 = B;
2) якщо dim(E) =∞, то оператор A−1 не обов’язково iснує.
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